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INHALTSVERZEICHNIS 1

Vorwort zum Teil Kombinatorik

Probleme mit ganzen Zahlen

Liebe Leserin, lieber Leser,

Das Thema Kombinatorik ist ein klassischer Bestandteil des Mittelschullehrplans. Auch an Berufsmit-
telschulen sollte es eigentlich behandelt werden. Doch was, wenn ein Student aus irgendwelchen Griinden
gerade diesem Stoff an der Schule nie begegnet ist — oder ihn vergessen hat? Dann heisst es eben
nacharbeiten und repetieren. Daher ist dieser Text als Repetitorium und als Ausbau gedacht.

Die Wichtigkeit der Kombinatorik fiir den Weg durch die weitere Mathematik ist unbestritten. Sie ist
ein Werkzeug zur Losung von Problemen, die manchmal unverhofft an einem herantreten. Geradezu
grundlegend ist das Thema aber fiir das Wissensgebiet, ,, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik®.
Dieser Text ist in Skriptform abgefasst. Das bedeutet, dass er in dusserst knapper Fassung nur das
wesentliche Skelett des zu lernenden Stoffes wiedergibt. Fiir weitere, ausfiihrliche Erklarungen, Beispiele,
exakte Beweise und ergédnzende Ausfiihrungen ergeht daher an den Studenten der Rat, ein oder mehrere
Lehrbiicher beizuziehen. Studieren bedeutet zu einem wesentlichen Teil, sein Wissen selbsténdig mit Hilfe
der Literatur zu erweitern, streckenweise sogar selbsténdig zu erarbeiten, zu festigen und anzuwenden.
Ein Skript ist dabei nur ein Wegweiser und nie ein Lehrbuchersatz. Welche Lehrbiicher jemand verwenden
will, ist jedem freigestellt. Das Thema Kombinatorik findet man in praktisch allen Unterrichtswerken
fiir die klassische Gymnasialstufe. Beziiglich der Fachhochschulliteratur sei auf das Beispiel Bibl. A5
(Brenner, Lesky, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 1) verwiesen.

Im Sommer 1996 Der Autor
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Kapitel 2

Grundfragen der Statistik

2.1 Einfithrung

2.1.1 Stochastik

Stochastik gilt als Oberbegriff. Dieser Name ist vom altgriechischen Wort ,stochastike techne*
abgeleitet. Lateinisch bedeutet dies ,ars coniectandi®, das heisst ,,Ratekunst®, Kunst des Vermutens.
Die Stochastik ist eigentlich ein Teilgebiet der Mathematik, obwohl man sie heute in eigens fiir dieses
Gebiet eingerichteten Studiengédngen lehrt. Man kann also an einigen Universititen als ,Statistiker®
abschliessen, ist dann in Wirklichkeit aber ,,Stochastiker“. Unter dem Oberbegriff ,,Stochastik” werden
die Gebiete ,, Wahrscheinlichkeitstheorie“ und ,,Statistik* zusammengefasst.

Unter Statistik dagegen versteht man heute die Zusammenfassung bestimmter Methoden zur Analyse
von empirischen Daten. Manchmal werden aber die Begriffe Stochastik und Statistik nicht so genau
getrennt, da der Begriff , Stochastik® nicht jedermann bekannt und daher wenig werbewirksam ist. Viele
Autoren betiteln ihre Werke mit , Statistik“, meinen damit aber ,Stochastik®. Dieser Begriffsgebrauch
wird dann in den Werken oft so fortgesetzt.

Das Wort Statistik leitet sich vermutlich vom lateinischen ,statisticum“ ab und bedeutet ,den Staat
betreffend“. Andererseits gibt es in der italienischen Sprache das Wort ,statista“, womit Staatsmann
resp. Politiker gemeint ist. Im 18. Jahrhundert kam im deutschen Sprachbereich das Wort , Statistik®
in Gebrauch. Man bezeichnete damit die Lehre von den Daten iiber den Staat (Staatstheorie). Die
Wortbedeutung von Statistik als sammeln und auswerten von Daten stammt vermutlich erst aus dem 19.
Jahrhundert.

2.1.2 Das Wesen der Statistik

Die grosse Bedeutung der Statistik liegt in ihrer Natur: Die Statistik dient zur Beurteilung von
Massenerscheinungen. Massenerscheinungen entsprechen unserem Zeitgeist. Neue Methoden machen
die Statistik sehr leistungsfihig. Alte empirische Verfahren der Handwerker geniigen nicht mehr.

Man unterscheidet aktuell zwischen folgenden Arten von Statistik:
1. Beschreibende, deskriptive oder empirische Statistik
2. Schliessende, induktive oder mathematische Statistik, auch Interferenzstatistik

3. Hypothesen generierende, explorative oder datenschiirfende Statistik, auch Daten-
schiirfung oder Data mining
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Die deskriptive oder beschreibende Statistik ist mathematisch harmlos. Es geht hier um die Darstellung
oder Présentation von statistischem Material.

Bei der mathematischen Statistik (beurteilende, induktive Statistik) will man zu affirmativen Resultaten
gelangen. Es geht da um Schéitzverfahren und Testverfahren fiir Hypothesen. Die Resultate sind
Wahrscheinlichkeitsaussagen. Hier fliesst also die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein. Gesucht werden
Zusammenhénge oder Unterschiede in Datenbestéinden. Auch sucht man das Mass an Sicherheit von
Vermutungen, hypothetischen Ergebnissen oder Modellen. Als statistisch gesichert erachtet man ein
Resultat erst dann, wenn im Rahmen von vorausschauenden, prospektiven Versuchsplanungen Hypothe-
sen mit einer sehr grossen Wahrscheinlichkeit bestétigt werden konnen. Zu diskutieren geben hier allemal
die Form der Fragestellung in Bezug auf Alternativen sowie das akzeptierte Wahrscheinlichkeitsmass.
Die explorative Statistik (hypothesen—generierende Statistik oder Datenschiirfung) ist von den Methoden
her eine Zwischenform der beiden vorher genannten Statistikarten. Wegen dem zunehmenden Anwen-
dungsbedarf und ihrer damit wachsenden Bedeutung erleben wir hier zur Zeit (Jahrhundertwende) die
Entwicklung einer eigenstindigen Anwendungsform.

Empirische oder beschreibende Statistik kennen wir schon vom alten Agypten her (Zwiebelstatistik beim
Pyramidenbau ... ). Heute geht es aber sehr oft darum, aus einer durch Zahlen beschriebenen Situation
durch eine ,,mathematische Auswertung“ zu einer Beurteilung zu kommen, die mit andern Beurteilungen
vergleichbar ist. Die Methoden zur Gewinnung und Auswertung von statistischem Material liefert die
mathematische Statistik.

Von Statistiken fordert man folgende fiinf Eigenschaften, was leicht nachvollziehbar ist:
1. Objektivitdt (Unabhingigkeit vom Standpunkt des Erstellers der Statistik)
2. Reliabilitét (Verlisslichkeit)
3. Validitéit (Uber den Kontext hinausgehende Giiltigkeit)
4. Signifikanz (Das Mass an Bedeutung oder des Zutreffens, die Wesentlichkeit)

5. Relevanz (Wichtigkeit)

2.1.3 Problemkreise der mathematischen Statistik

Beziiglich des Vorgehens bei der mathematischen Statistik konnen wir folgende Problemkreise unterschei-
den:

1. Art und Methoden der Datensammlung

2. Gliederung, Zusammenfassung

3. Analyse: Auswertung, Schliisse, Hypothesenpriifung
4. Bewertung der Zuverldssigkeit

5. Beurteilung

6. Aufzeigung statistischer Gesetzmissigkeiten
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Anwendung: Uberall, wo Massenerscheinungen eine Rolle spielen. Z.B. Reparaturstatistik, Verkaufs-
statistik, Lager— oder Materialstatistik, Unfallstatistik, Geburten—, Sterbe—, Bevolkerungstatistik,
Gesundheitsstatistik, Klimastatistik, Statistiken in der industriellen Fertigung zwecks Qualitdtskontrolle
W.S.W..

Der Gewinn aus der Statistik ist die Erarbeitung strategischer Zahlen als Grundlage strategischer
Entscheide. Die Absicht ist oft die Risikoverminderung, die Kostensenkung, die Gewinnerhthung oder
die Vermeidung von Verlusten u.s.w..

2.1.4 Arten von Massenerscheinungen

Man kann zwischen zwei grundsétzlich verschiedenen Arten von Massenerscheinungen unter-
scheiden:

1. Grosse Zahl von Individuen (Zihlstatistiken). Das Zahlenmaterial besteht aus Anzahlen (€ N).

2. Grosse Zahlen von Einzelerscheinungen oder meist physikalischen Messungen. Das Zahlenmate-
rial besteht aus Messwerten, d.h. meist reelle Zahlen (€ R).

Beim beobachteten Material (Individuen, Einzelerscheinungen) kann es sich allgemeiner um ortliche,
zeitliche oder sonst irgendwie geartete unabhéngige Dinge handeln, welche wir hier Beobachtungsein-
heiten oder Merkmale nennen wollen, die sich auf verschiedene Arten manifestieren oder verschiedene
Ausprigungen zeigen konnen. Wir wollen folgende Ausprigungsarten klassifizieren:

1. Qualitative Merkmale, d.h. nicht quantifizierbare Merkmale.

Beispiel: Etwas wird als ,,schon®, ,weniger schon“, ,,unschén“ oder ,scheusslich“ qualifiziert. Eine
Ubertragung auf eine Skala ist hier immer problematisch, da es im vorliegenden Fall um menschliche
Gefiihle geht, welche nicht gut gegeneinander abgrenzbar und bei verschiedenen Einschétzern nicht
unbedingt vergleichbar sind. Dieses Problem taucht oft bei einer Notengebung auf. Mit den hier
vorliegenden Ausprégungen zu ,rechnen scheint unsinnig. Man kann sich ja fragen, ob schon plus
scheusslich dann noch schoén, weniger schén, unschén oder gar schon scheusslich sein soll. Dasselbe
gilt fiir eine etwaige Multiplikation statt der Addition u.s.w.

2. Quantitative Merkmale. Hier kann man zwei Gruppen unterscheiden:

(a) Diskret quantifizierbare Merkmale, z.B. Anzahlen von Individuen. Man denke etwa an die
Anzahl Menschen in einem Lift. Hier werden Nachkommastellen absurd, wenn es sich nicht
um Kenngrossen wie etwa einen Mittelwert handelt. Wir werden kaum eine Liftkabine finden,
in der sich z.B. ,,4.852 Menschen“ befinden. . .

(b) Stetig quantifizierbare Merkmale, z.B. Messresultate, die an einer Skala abgelesen worden
sind. So habe man etwa die Lénge eines Stabes gemessen. Dieser misst 3.952m, wobei die
letzte Stelle ungenau ist (+0.001 m). Dabei ist hier zu beachten, dass bei Naturbeobachtungen
keine unendlich grosse Genauigkeit moglich ist. ,,Stetig* ist also hier in einem weniger exakten,
d.h. nicht mathematisch exakten Sinn zu verstehen.

Oft zwingt die Komplexitit des Materialumfangs zu einer vorgéngigen Klasseneinteilung der vorliegen-
den Zahlen und daher zu einer ersatzweisen Klassendarstellung oder Auswertung.

Im Gegensatz zu den Massenerscheinungen treten bei Individuen oder Einzelerscheinungen zuféllige Un-
regelméssigkeiten auf. ,,Statistische Gesetzmissigkeiten* fehlen.

2.1.5 Stichproben

Héufig handelt es sich bei den zu untersuchenden Massenerscheinungen um Erscheinungen, die sich aus
einer sehr grossen Zahl von Einzelerscheinungen zusammensetzen, die man oft unmdoglich alle erfassen
kann. Daher ist man darauf angewiesen, die Zahl der betrachteten Einzelerscheinungen zu reduzieren
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und auf eine reprisentative Art und Weise eine Auswahl zu treffen. Eine solche reprasentative Auswahl
nennen wir Stichprobe (Extrakt). IThr Umfang heisst Stichprobenumfang.

Die erhobenen Stichprobenwerte werden in der Regel in einer Urliste erfasst (Messprotokoll,
Fragebogen u.s.w.). Sie stammen aus einer Grundgesamtheit von Ausprigungen, die normalerweise
wegen den real vorhandenen Erfassungseintriagen als bekannt oder als im Rahmen der Erfassung bekannt
und gegebenenfalls als abgesteckt erweiterbar vorausgesetzt werden kann. So kénnte man z.B. bei einer
Erfassung einer Biodiversitit eine neue Pflanzenart entdecken, die bisher noch in keiner Liste bekannt
war. Die Grundgesamtheit wird dadurch jetzt beschrinkt erweitert.

Urlisten kann man natiirlich auch gleich ordnen. Dadurch entstehen geordnete Urlisten, z.B. eine
Rangliste. Bei der Erstellung von Ranglisten geht aber schon Information verloren, da dabei die
Reihenfolge der Datenerhebung oder der Messungen verdndert wird. Diese Reihenfolge kann aber
einen systematischen Einfluss auf die Daten haben. Daher liegt das Kapital in der Urliste. Man sollte
diese unter allen Umstédnden als wichtigste Quelle immer aufbewahren, solange an der statistischen
Aufbereitung der Daten noch zu arbeiten ist.

Eine Stichprobe besteht aus Beobachtungseinheiten (z.B. Individuen), welche Merkmale tragen
(Variablen). Diese nehmen in der Regel bei jedem Individuum eine persénliche Ausprigung (Wert) an.
Die gesammelte Wertemenge nennen wir Stichprobendaten.

2.2 Arbeitsweise der mathematischen Statistik

In der Praxis sind die statistischen Fragestellungen vielféltig. Bearbeitungsschritte und Methoden sind
jedoch vielfach gleich:

L. Schritt —  Formulierung des Problems (Begriffe, Zeitraum, Abgrenzung, ...)
1

2. Schritt —  Planung des Experiments (bei gegebener Zeit und Kosten ein Maximum
I an Informationen gewinnen . ..)

3. Schritt —  Ausfithrung des Experiments (Anzahl Priifungen = Umfang der Stich-
T probe).

Zufallsexperiment, Zufallsbeobachtung | . | Stichprobe

1

4. Schritt —  Tabellierung und Beschreibung der Ergebnisse. Berechnung von statis-
£ tischen Kenngrossen.

5. Schritt — Induktion: Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit. Ab-

schitzung der Genauigkeit.

Wichtig:

1. Die Schliisse von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit fussen auf der Mathematik der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Vollkommen sichere Schliisse dieser Art existieren nicht.

2. Schliisse auf die Grundgesamtheit sind nur giiltig, wenn wirklich ein Zufallsexperiment vorliegt
(vgl. 4.2).

3. Ein Experiment kann zur Zerstorung des Artikels fithren. Damit wird der Artikel der Zweckbestim-
mung entzogen.
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2.3 Beschreibende Statistik

2.3.1 Fragen

Stichproben sind in der Regel nur dann sinnvoll, wenn sie aus Zahlen bestehen oder durch Zahlen
dargestellt werden konnen.

Problem:

1. Wie kénnen die gesammelten Daten sinnvoll dargestellt werden?

2. Wie kann man die Stichproben durch wenige Zahlen kennzeichnen um diese dann so vergleichen zu
kénnen? (~» Mittelwert, Varianz .. .)

Wichtige Begriffe sind absolute und relative Haufigkeit, Hiufigkeitsfunktion f(z), Sum-
menhiufigkeits- oder Verteilungsfunktion F(z) sowie Kenngrossen wie etwa ein Mittelwert.
Kenngrossen dienen der ,,Vermessung“ von Daten. Das Ziel ist ihre Darstellung durch wenige Zahlen
z.B. zur einfachen Vergleichbarkeit verschiedener Datensétze.

Bemerkung: f: ~ engl. distribution function
F ~ engl. cumulative distribution function on the sample

2.3.2 Haufigkeitsverteilungen

Die Ergebnisse ,,Zéhlung” oder ,Messung® miissen irgendwie festgehalten oder protokolliert werden. So
entsteht eine Urliste oder das Protokoll. Misst man z.B. an jedem Individuum je zwei Eigenschaften,
so hat man schliesslich n Zahlenpaare und daher den Stichprobenumfang n.

Bsp.:

Urliste: Grosse von 200 Pilotenschiilern, Messung. Damit die Daten besser darstellbar sind, hat man die
Messungen gleich in 40 Klassen (von ca. 150 bis ca. 190) eingeteilt.

162. | 174.4 | 182.8 | 153.2 | 175.2 | 162.4 | 187.6 | 153.6 | 184.8 | 185.6
162.4 | 178.4 | 173.6 | 178.8 | 167.2 | 180. 162. | 155.6 | 181.6 | 186.8
183.2 | 155.2 | 150.8 | 187.6 | 171.2 | 170.8 | 157.6 | 184.4 | 186. | 158.4
160.4 | 180.4 | 151.2 | 163.2 | 188. 152. | 167.6 | 174. | 170.8 | 162.
155.6 | 168.4 | 179.2 | 165.2 | 162.4 | 163.2 | 178.4 | 167.6 | 180.8 | 182.
170.8 | 173.6 | 184.8 | 173.6 | 160.4 | 182.8 | 183.6 | 160.8 | 162.4 | 180.8
166. | 176.8 | 181.6 | 168.8 | 160. | 158.4 | 152.4 | 153.6 | 188. | 185.2
164. | 175.6 | 157.2 | 153.2 | 183.2 | 152.4 | 162.4 | 169.6 | 173.2 | 159.2
168.8 | 158.8 | 160.8 | 168.4 | 153.2 | 172.4 | 168.8 | 190. | 182.8 | 164.
166.4 | 186.4 | 184.8 | 168.8 | 152.4 | 160.4 | 178. | 165.6 | 158.8 | 158.4
165.6 | 186. 176. | 188.8 | 186.8 | 177.2 | 165.2 | 170.4 | 183.6 | 154.8
186.4 | 170.4 | 150.8 | 180.8 | 170. 174. 156. | 162.4 | 167.6 | 163.6
168. | 186.8 | 158.8 | 155.2 | 152.4 | 150.8 | 172.8 | 156.4 | 155.6 | 163.6
157.6 | 176. | 162.4 | 158.8 | 161.2 | 155.6 | 161.6 | 167.6 | 181.2 | 171.6
155.6 | 155.6 | 163.6 | 158. | 177.6 | 158.4 | 154.8 | 152.4 | 175.2 | 157.6
172. 186. | 169.6 | 184. | 164.4 | 160. | 157.2 | 175.2 | 153.2 | 154.4
185.6 | 157.6 | 162. | 172.8 | 180. 152. | 188.4 | 165.2 | 152.4 | 183.6
183.6 | 162.4 | 167.2 | 175.6 | 161.6 | 166.4 | 187.6 | 181.6 | 187.2 | 156.4
180.4 | 156.4 | 183.6 | 152. | 184.4 | 189.2 | 171.6 | 168.8 | 154.4 | 187.2
172.8 | 154. 152. | 153.6 | 179.2 | 181.6 | 174.8 | 168. | 167.6 | 165.2




8 KAPITEL 2. GRUNDFRAGEN DER STATISTIK — QUESTIONS FONDAM. DE LA STATIST.

Darstellung der Stichprobe: ~» Der Grosse nach geordnete Werte: Frequenztabelle (manchmal auch
Strichliste wie beim Jassen). Die angegebenen Anzahlen heissen absolute Héufigkeiten. Z.B. hat der
Wert 155.6 die absolute Héufigkeit 6.

(150.8, 3) | (155.6, 6) | (160.4, 3) | (165.2, 4) | (170.,1) | (174.,2) | (1784, 2) | (183.2, 2)
(151.2,1) | (156.,1) | (160.8,2) | (165.6,2) | (170.4,2) | (174.4,1) | (178.8,1) | (183.6, 5)
(152.,4) | (156.4,3) | (161.2, 1) | (166.,1) | (170.8,3) | (174.8,1) | (179.2,2) | (184., 1)
(152.4, 6) | (157.2,2) | (161.6,2) | (166.4,2) | (171.2,1) | (175.2,3) | (180.,2) | (184.4, 2)
(153.2,4) | (157.6,4) | (162.,4) | (167.2,2) | (171.6,2) | (175.6,2) | (180.4, 2) | (184.8, 3)
(153.6,3) | (158.,1) | (162.4,8) | (167.6,5) | (172.,1) | (176.,2) | (180.8,3) | (185.2, 1)
(154.,1) | (158.4,4) | (163.2,2) | (168.,2) | (172.4,1) | (176.8, 1) | (181.2,1) | (185.6, 2)
(154.4,2) | (158.8,4) | (163.6, 3) | (168.4,2) | (172.8,3) | (177.2,2) | (181.6,4) | (186., 3)
(154.8,2) | (159.2, 1) | (164.,2) | (168.8,5) | (173.2,1) | (177.6, 1) | (182.,1) | (186.4, 2)
(155.2,2) | (160.,2) | (164.4,1) | (169.6,2) | (173.6,3) | (178.,1) | (182.8,3) | (186.8, 3)

Statt eine Frequenz— oder Strichliste zu
machen, kann man die Daten auch gleich in ein
Histogramm oder in ein Punktdiagramm ein-
tragen. ~» Punkt pro Messung, Punkte statt
Balken.

160 170 180 190

Wenn man die H&aufigkeit als Bruchteil des ganzen Stichprobenumfangs bestimmt, spricht man von
der relativen H&ufigkeit. Durch diese Grosse lassen sich Stichproben mit verschiedenem Umfang
vergleichen.

Definition: Sei H(a) die absolute Héufigkeit der Beobachtung A mit dem Wert
x = a und n der Stichprobenumfang.

~» relative Hiufigkeit

H
ha) = 212

n
Es gilt selbstverstéandlich:
Satz: 0<h(a)<1
2.3.3 Haufigkeitsfunktion
Geg.:
m verschiedene Werte {1, 22, 3,...,2Zn} mit den relativen Héufigkeiten h(z1), h(x2),...,h(zym), kurz
hi,ha, ..., hy. Die Werte fallen also in m Klassen {[z]4,...,[z]m}. Der Stichprobenumfang sei n.
Definition: Hiufigkeitsfunktion:

o = {512
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Definition: Verteilungsfunktion: (Diskrete Verteilung)
F(z)= Y f(x)
x; <z

Die Haufigkeitsfunktion der Stichprobe zeigt, wie die Hiufigkeiten verteilt sind. Sie bestimmen also die
Hiaufigkeitsverteilung. Folgende Beziehungen sind unmittelbar einsichtig:

Satz:

2.3.4 Darstellungstechniken
Beispiel einer Datenmenge

Geg.:
Resultate einer Zdéhlung von defekten Komponenten an 40 Apparaten eines gegebenen Typs, die zur
Reparatur eingeschickt worden sind. Notiert sind die Anzahlen x; der Komponenten.

Bemerkung: Der Punkt (-) bedeutet missing value: Der Wert wurde nicht
notiert. Damit wird hier n = 39.

~» Frequenztabelle:

zi 011234567 |8]9]10

Punktdiagramm

Punktdiagramm (statt Strichliste)

A 00O N 00

0000

N 0000000
o000

~5 0000
0000

o 9000
(N J

© @ @
( N
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Bemerkung:

Stabdiagramm

P N Wb O o N

Generalisiertes Stabdiagramm

Histogramm

Statt mit Strichlisten kann man auch mit Stamm-Blatt—
Diagrammen arbeiten. Dabei werden z. B. bei Messungen die
vorkommenden Ziffern ohne die letzte in eine Rangliste (Spalte)
eingetragen. Die letzten Ziffern werden statt einem Strich wie bei
einer Strichliste dahinter in die zugehorige Zeile geschrieben. Das
macht Sinn, wenn die Messungen sich héufig nur in der letzten
Ziffer unterscheiden.

Stabdiagramm oder Balkendiagramm

Generalisiertes Stabdiagramm (hier Balken-
breite grosser)

Histogramm oder Staffelbild (Treppenfunk-
tion), in der Regel bei einer Zusammenfassung
der Daten in Klassen
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ListPlot
7 ®
6
5 e ° Plot einer Liste
4 o0 °
°
2 e e
2 4 6 8
Hiufigkeitspolygon
7
6
5 Héufigkeitspolygon
4
3
2
2 4 6 8
Kreisdiagramm
Kreisdiagramm

=

Gegliederte Diagramme

Den folgenden Beispielen liegen Datenmengen zugrunde, die von obigen Daten abweichen. Die Natur der
Sache macht dies notwendig. Die Beispiele sind selbsterklérend.
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Projected and Current Profit, Tourist Season

Vo
mbm.&bmoo

Apr May Jun Jul Aug Sep

- 60%40%20%0% 20%40%60%380%4.00% 6
6

iy

] [3
1
- 60%40%20%0% 20%40%60%80%4.00% -2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.2
6 13 15 6 13 15
8 12 8 12
14 ol4
6 8 6 8
5 9 11 o5 9 11
4 3 4 3
1 10 16 ol *10 ol
2 7 2 o7
2 4 2 o4
2.5 5 7.5 10 12.5 15 2.5 5 7.5 10 12.5 15

In technischen und ©konomischen Publikationen findet man eine Vielfalt weiterer Darstellungsarten.
Erwdhnenswert sind Sankey—Diagramme, die an Flussdiagramme erinnern und Kérperschaubilder
oder 3D—Darstellungen.

Achtung Schwindel

Folgendes Beispiel spricht fiir sich:
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100\,\
100
o8 80
96 60
94 40
92 20
2 4 6 8 10 2 ] 6 8 10

2.3.5 Zur Klassenbildung

Bei grosseren Datenmengen wird eine Tabelle oder Graphik rasch uniibersichtlich. Durch Gruppierung
der Daten in Klassen (Klassenbildung) kann man die Ubersicht wieder gewinnen und die Sache
vereinfachen. Der gemachte Fehler ist hochstens von der Grésse der halben Klassenbreite.

Dabei wird das Intervall, in dem alle Stichprobenwerte liegen, in Klassenintervalle (Teilintervalle) un-
terteilt. Die Mitten dieser Intervalle heissen Klassenmitten. Die in einem Teilintervall liegenden Werte
der Stichprobe ist eine Teilstichprobe und heisst Klasse von Werten. Die Anzahl der Werte, die in einer
Klasse liegen, nennen wir die zur Klasse gehorige absolute Hiufigkeit resp. Klassenhiufigkeit.
Dazu gehort:

absolute Klassenhéufigkeit

Definition: Relative Klassenhiufigkeit := -
Stichprobenumfang

Bemerkung: Wir nehmen jetzt an, dass alle Werte einer Klasse in der Klassen-
mitte liegen. (Diese Annahme wird meistens so gemacht.) Das
erzeugt einen Fehler, der aber hochstens so gross wie die halbe
Klassenbreite ist.

Die Héufigkeit in Abhéingigkeit von der Klassenmitte wird beschrieben durch die Haufigkeitsfunktion
Je(x) der nun neu in Klassen eingeteilten Stichprobe. Dazu gehért die Summenhaufigkeitsfunktion oder
Verteilungsfunktion F.(x). F.(x) ist eine Treppenfunktion, die monoton wichst.

Beispiel: Die folgenden Diagramme zeigen n f.(z) und n F,.(z) dargestellt durch Stabdiagramme. Diese
Darstellung ist zwar nicht ganz korrekt, dafiir heute aber oft leicht auf dem Computer erzeugbar.

Es ist unmittelbar klar:

Satz: r1 <712 = 0 Fc(ﬂﬁl) < Fc($2) <1
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Bemerkung:
1. fo(z) und F.(z) sind konstant ausser fiir z = Klassengrenze.

2. fc(x) und Fc(x)~ springen an den Klassengrenzen. Die
Sprunghéhe von Fi(x) ist gleich f.(x).

2.4 Masszahlen einer Stichprobe

Eine Stichprobe kann einerseits durch die H&ufigkeitsfunktion oder durch die Verteilungsfunktion
beschrieben werden. Andererseits kann man sie auch durch gewisse Masszahlen charakterisieren. Diese
Masszahlen sind dann mit den Masszahlen anderer Stichproben zahlenmissig vergleichbar. Das ist ein
Vorteil. Der Nachteil ist, dass bei den Masszahlen viel Information nicht mehr direkt sichtbar ist, welche
urspriinglich noch da war. Wichtige Masszahlen sind der Mittelwert und die Varianz.

Solche Masszahlen teilt man in verschiedene Kategorien ein. So ist der Mittelwert oder auch das Minimum
und das Maximum einer Stichprobe ein Lagemass. Die Streuung dagegen ist ein Streumass u.s.w.

2.4.1 Mittelwert und empirische Varianz
Mittelwert

Der Mittelwert zeigt die durchschnittliche Grosse der Stichprobenwerte oder Klassen an. Er ist das
arithmetische Mittel der Stichprobenwerte oder Klassenwerte:

Definition: Mittlewert:

f_$1+$2+...+xn_
= - =

n
. E X
i=1

S|

Problem: Die Stichproben 1, 2, 3, 4, 5 und 2.7, 3.0, 3.1, 3.2 haben denselben Mittelwert,
obwohl sie wesentlich verschieden sind. Gesucht ist also eine Masszahl, die die Abweichungen der
Stichprobenwerte vom Mittelwert angibt.

Der Mittelwert ist nicht robust (wenig empfindlich) gegen Ausreisser (z.B. sonderbare, unerklérlich
grosse oder kleine Stichprobenwerte). Ein Ausreisser kann den Mittelwert sehr verfdlschen.

Statt dem gewohnlichen arithmetischen Mittel sind auch andere Mittelwerte in Gebrauch. Solche anderen
Mittelwerte gibt es viele: Z.B. das geometrische, das harmonische oder das gewichtete arithmetis-
che Mittel (entsprechend einer gemittelten Momentensumme). Dazu konsultiere man die Literatur.

Empirische Varianz

Eine Méglichkeit wiire es, die Summe der Differenzen Y (z; — &) zu nehmen. Das funktioniert aber nicht,
wie man sofort nachrechnet:

Z(Jci—fc):(z:xi)—(n-f):n-t_ —n-z=n-Z-n-z=0

: n
i=1

r; — T kann negativ oder positiv oder auch null werden. In der Summe heben sich die Werte dann
auf. Das kénnte man umgehen, indem man die Betréige |z; — Z| nimmt. Mathematisch einfacher und
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gewinnbringender ist es aber, statt dessen die Quadrate zu nehmen. In Anlehnung an den Mittelwert
der so denkbaren quadratischen Abweichung der Stichprobenwerte x; vom Stichprobenmittelwert =
definieren wir:

n

1
o). . 2 . =2
Definition: 8= ig_l(xz z)

heisst Varianz der Stichprobe {z1,...,2, } .
s = V82 heisst Standardabweichung.

Varianz und Standardabweichung werden auch als Streuung bezeichnet.

Bemerkung:
Interessanterweise steht bei der empirischen Varianz im Nenner n — 1 und nicht n, wie das bei einem
Mittelwert zu erwarten wére. Einerseits hat das bei grossen n praktisch keinen Einfluss auf den Wert

von s2. Andererseits aber erreicht man damit, dass s? eine ,erwartungstreue Schitzung der Streuung
o2 der Grundgesamtheit ist. (Vgl. dazu die Ausfithrungen in Storm, Bibl. A12.)

Die Varianz und die Standardabweichung sind nicht robust gegen Ausreisser.

1. Beispiel:
My ={1, 2, 3, 4, 5} = =30, s?~25, s~1.6

2. Beispiel:
M; ={2.7, 3.0, 3.1, 3.2} = z=23.0, s>~0.05 s=~0.22

Definition: [Z — s, T + s] heisst Standardintervall

Im letzten Beispiel ist das Standardintervall ca. [2.78, 3.22].

Weitere Masszahlen
Definition: Spannweite der Stichprobe := grosster minus kleinster Stich-

probenwert.

Median (%, Zentralwert) der Stichprobe := Wert in der Mitte
bei einer ungeraden Anzahl von Stichprobenwerten, ansonst
arithmetisches Mittel der beiden Werte in der Mitte. (Der Median
ist robust gegen Ausreisser!)

Quartile, Quantile: Vgl. Box-~Whisker—Plot, Seite 21.

Modus (D, Dichtemittel) der Stichprobe := Wert mit der grossten
Hiufigkeit (wird manchmal auch lokal genommen).

Schiefe, Kurtosis und diverse Mittelwerte vgl. Seite 23.
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2.4.2 Vereinfachungsmethoden bei Berechnungen

Es gilt:

n
EPRL
Zx?—anx—nx )=

2
n—1 x‘_ n(n—1) sz

Sat: 52:(7111 Zx?)_(nﬁl .£2):ni1 (Zx?—%(zxz)Q)

3
—_

3

3

M:

Bei grossen Zahlen x; ist eine Koordinatentansformation x; = ¢ 4 a vortheilhaft. (¢ ist so gewiihlt, dass
die z; kleine Zahlen werden.)

~ Xy =Cc—

8l
Il
S
[~]=
&8
|
S
/6\
+
B
I
S
8
Sox
+
S
)
|
S
[~]=
8
=%
+
S
M-
)
Il
31
+
3
)
Il
&*‘
+
)

=1 =1 =1 =1 =1 =1
s? = ! zn:(x — %)’ = ! (c+af —ar—c)* = ! zn:(x*— )% = (%) = 5% = (s%)?
n—1 ! n—1 ! n—1 !
=1 =1 =1
Satz: Vor
T, =cCc+x
Beh.:

l.x=x*+c¢
2. 52 =(s%)2
3. s=s"

Sei z; =cix* + co, x*:c_xi_CQ
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Satz: Vor.:
T, =crx* +co

Beh.:
c1 - x4 o

2. 82 =ct- (%)

=
8l
Il

2.4.3 Berechnungen mittels der Hiufigkeitsfunktion

Sei z=I=

Z z;, Klassen {[z]1,...,[z]m}, @ € [2];, i <j.

3|>—‘

Sei ny die Héufigkeit in der Klasse k. Fiir die Klassen gilt dann:

W= =Y e [oli A(fali) = Fan) = %’“ = ni=n- (o)
k=1

= = % Sn fle _ Z

k=1 =1
Bemerkung: x €xly = vimTE A m ~T

Fehler: Max. halbe Klassenbreite.
Satz: [z] = kZi:I flxg) [z~ T
Es gilt
2= Y-~ ([ = = S (el T
=1 i=k
o S (e~ T f(lel) = —— (el -
i=k i=k

Sate: Sei s o= (% 8~ sk = =g (el =T el
i=k
= S (e ) — 2 (S F(?)
i=k i=k
= 2 () e Fel) - ()

17
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2.4.4 Haufigkeitsverteilung und Massenverteilung

Idee:
Die Masse 1 sei lings einer Gerade verteilt.
Werte: T To | ... T
Hauﬁgkelt hl = f(xl) hg = f(xg) ...... h'rn = f(xm)
Analogie:
Punkt: Ty | T | ... T
Masse: hi | hog | ...... hom
= F(z1)= Y hi=Y Massen links von z
x; <z
Konsequenz:
Der Schwerpunkt =g entspricht dem Mittelwert z: o
xg=T-1=> w;ihy
Das Trigheitsmoment ® entspricht bis auf einen Faktor der Varianz s P )
= - S
n—1

2.4.5 Beispiel mit Mathematica

Packages laden — Mathematica-Programm:

<< Statistics‘DataManipulation‘;
<< Statistics‘DescriptiveStatistics‘;
<< Graphics‘Graphics®

Daten Mathematica-Programm:

4 ={0, 0,0,1,1,7,7, 10, 14, 1, 1, 2,2, 2,2, 2,1, 5, 5,6, 3, 4, 2, 6,
8, 9,7, 13, 3, 4,1, 2, 3,5,7,5, 3,3, 3,3,3, 3,2, 46,8, 11,
12, 4, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 9, 7, 5, 6, 4, 2,8, 2, 2,1, 8,09,
10, 15, 16, 17, 18, 19, 10, 50, 60} + 1;

a1 = {0, 0, 0, 1, 1, 7, 7, 10, 6, 6, 1, 1, 2, 2,2, 2,2,1, 5,5,6, 3, 4, 2,
6, 8, 9, 7,3, 4,1,2,3,5,7,5, 3,3, 3,3, 3,3, 2, 4,6, 8, 4, 3,
3, 3,3,3,4,4,4,4,4,9,7,5,6, 4,2,8,2,2,1,8,9, 10, 10} + 1

Manipulation — Mathematica-Programm:

f = Frequencies[d]; f1 = Frequencies[dl]; pl = BarChart[f]; p2 = BarChart[f1];
Show [GraphicsArray [{pl, p2}]1]1;
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Mittelwerte — Mathematica-Programm:

123456/89.012B456Y892661

14
10

N DO

1234567891A12345

19

| {"d", LocationReport([d] // N, "di", LocationReport([dl] // N}

Output:

{"d", {Mean -> 7.6125, HarmonicMean -> 4.13919, Median -> 5.},
"di", {Mean -> 5.16901, HarmonicMean -> 3.73698, Median -> 5.} }

Bemerkung:

Manipulation — Mathematica-Programm:

Der Median ist unempfindlich (robust) gegen Ausreisser!

s = Sort[d];
{s, "Median->", s[[Length[d]/2]], s[[Length[d]/2 + 1]],"Length->",Length[d]}
Output:
{ {1, 1,1,2,2,2,2,2,2,2,3 3,3,3,3,3,3, 3,3, 3, 4, 4, 4, 4,
4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5 , 5,5, 5,5, 5,5,5, 5,6, 6, 6, 6, 6,
7, 7,7, 7,8, 8,8,8,8, 9,9 , 9, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 51, 61},

>

Median->, 5, 5, Length->, 80}

Streuungen — Mathematica-Programm:

| {"d", DispersionReport[d] // N, "d1", DispersionReport[dl] // N}

Output:

{d, {Variance -> 80.215, StandardDeviation -> 8.95628, SampleRange -> 60.,
MeanDeviation —-> 4.92688, MedianDeviation -> 2., QuartileDeviation -> 3.},
d1,{Variance -> 6.97103, StandardDeviation -> 2.64027, SampleRange -> 10.,
MeanDeviation —-> 2.15791, MedianDeviation -> 2., QuartileDeviation -> 2.}}
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2.5 Auswertung: Beispiel

2.5.1 Dateneingabe

Wir verwenden Mathematica:

In:
Fichte={95.53,81.93,83.57,54.82,73.83,58.48,59.15,83.29};
Buche={113.14,156.61,169.96,142.20,162.85,196.08,125.03,88.47};

allData=Union[Fichte, Buchel
Out:

{54.82, 58.48, 59.15, 73.83, 81.93, 83.29, 83.57, 88.47, 95.53, 113.14,
125.03, 142.2, 156.61, 162.85, 169.96, 196.08%}

2.5.2 Kenngrossen

In:

<<Statistics‘DescriptiveStatistics‘;
data=Fichte; {LocationReport[datal], DispersionReport[datal, ShapeReport[datal}

Out:

{{Mean -> 73.825, HarmonicMean -> 71.1504, Median -> 77.88},

{Variance -> 219.052, StandardDeviation -> 14.8004, SampleRange -> 40.71,
MeanDeviation —-> 12.2563, MedianDeviation -> 11.67, QuartileDeviation -> 12.3075},
{Skewness -> -0.0521399, QuartileSkewness —> -0.549055, KurtosisExcess -> -1.38182}}

In:

data=Buche; {LocationReport[datal], DispersionReport[data], ShapeReport[data]}
Out:

{{Mean -> 144.293, HarmonicMean -> 136.328, Median -> 149.405},

{Variance -> 1185.56, StandardDeviation -> 34.432, SampleRange -> 107.61,
MeanDeviation -> 27.0825, MedianDeviation -> 22.465, QuartileDeviation -> 23.66},
{Skewness -> -0.176882, QuartileSkewness —-> -0.281488, KurtosisExcess -> -0.844303}}

In:

data=allData; {LocationReport[data], DispersionReport[datal, ShapeReport[data] }
Out:

{{Mean -> 109.059, HarmonicMean -> 93.5017, Median -> 92.},

{Variance -> 1979.66, StandardDeviation -> 44.4934, SampleRange -> 141.26,
MeanDeviation —-> 37.8073, MedianDeviation -> 32.94, QuartileDeviation -> 35.7625},
{Skewness -> 0.521187, QuartileSkewness —-> 0.605173, KurtosisExcess -> -0.996434}}
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2.5.3 Darstellung mittels Kenngréssen: BoxWhiskerPlot

Der Box—Whisker—Plot ist von unschitzbarem Wert um einen schnellen Uberblick iiber einen
numerischen Datensatz zu gewinnen. Er bekommt seine Form durch das Rechteck, das durch die Distanz
zwischen zwei Quartilen um den Median herum gegeben wird. Ublicherweise sind es das 25% und
das 75% Quartil. Normalerweise schliessen ,,whiskers, d.h. Linien wie Backenbirte (Schnurrhaare)
die Rechtecke ein, welche die Ausdehnung des Datensatzes entweder ganz oder ohne die Ausreisser
markieren. Ausreisser sind Punkte jenseits einer Distanz von 3/2 der zwischenquantilen Spanne weg
vom Rechteck. Grosse Ausreisser sind Punkte jenseits von 3 mal diese Spanne.

Der Quantilabstand (Quartilsdifferenz) ist ein Mass der Streuung (Hohe des Rechtecks). Weiter ist
der Median in der Box eingezeichnet, welcher durch seine Lage innerhalb der Box einen Eindruck von
der Schiefe der den Daten zugrunde liegenden Verteilung vermittelt. Diese Quartile (Quantile) sowie der
Median sind robust gegen Ausreisser: Sie dndern nicht enorm, wenn man die Ausreisser weglésst, im
Gegensatz zum arithmetischen Mittelwert und damit der Standardabweichung.

Wie schon der Median ein robustes Lagemass war, so ist somit auch die Quartilsdifferenz ein
robustes Streumass gegen Ausreisser.

Auszug aus dem Help—File von Mathematica:

,, The box-and-whisker plot is invaluable for gaining a quick overview of the extent of a numeric data
set. It takes the form of a box that spans the distance between two quantiles surrounding the median,
typically the 25 % quantile to the 75 % quantile. Commonly, ,, whiskers“, lines that extend to span either
the full data set or the data set excluding outliers, are added. Outliers are defined as points beyond
3/2 the interquantile range from the edge of the box; far outliers are points beyond three times the
interquantile range.*

Bemerkung: Bei den Quartilen benutzt man die folgende Definition:

Definition: Quartil ¢;:

Sei n=4k+r, k,r € N, xx = Messwert Nummer k in der Rangliste der Messwerte ~»

r=0 = qo25=02bx,+0.752,1
r=1 = qo2 = Tk

r=2 = qoao5 =0.70xk41 +0.25 2512

r 3 = qoo5=20.5 Tr41 + 0.5 Th42
r=... = (Qoo5=2=T

r=0 = qo75 =0.7523, 4+ 0.25 23541
r=1= g7 = T3kt

r=2 = qo75 =0.2523541 +0.75 k342
r=3 = qo75=0.5x3512+0.52353

Q1 = qo.25 = 1. Quartil, Q> = qo.5 = 2. Quartil = Median, Q3 = go.75 = 3. Quartil, entsprechend fiir
Quintile u.s.w.

Das erste Quartil ist also der Wert bei etwa einem Viertel der Messwerte, das zweite Quartil der Wert
bei etwa der Hélfte der Messwerte und das dritte Quartil der Wert bei etwa dreien Vierteln der Messerte.

Vgl. auch: http://de.wikipedia.org/wiki/Boxplot
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In:

<<Statistics‘StatisticsPlots®
BoxWhiskerPlot [Transpose [{Fichte,Buchel}]]; BoxWhiskerPlot [Transpose[{allDatal}]];
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2.5.4 Andere statistische Plots

Andere statistische Plots: Vgl. Erkldarungen in Mathematica.
In:

data={1,1,1,2,2,3,2,4,1,5,5,6,3,1,1,7,2,8,8,5%};

ParetoPlot [datal; QuantilePlot [Table[Random[],{200}],Table[Random[],{200}1];
1 1
0.8 0.8 w
2~
0.6 0.6 -
0.4 0.4
0.2 0.2
9
1 2 5 8 3 7 6 4 0.2 0.4 0.6 0.8 1
In:

data = Table[{x, Sin[x], Cos[x]}, {x, 0, 2 Pi, 0.1}]; PairwiseScatterPlot[datal;
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~ ._f .......... ..,
. :': In:
\,- .......... /s StemLeafPlot[datal:
A / ettt
Y Siehe Help in Mathematica.
|
. N\

2.6 Weitere Kenngrossen

2.6.1 Diverse Mittelwerte einer Verteilung

Definitionen und Folgerungen:

1. Arithmetisches Mittel: .

j=1
2. Gewichtetes arithmetrisches Mittel, Gewicht w; zu z;:

Wy -1 +wWa -T2+ ...+ Wy Ty

n
_ 1
La,gew = 5 ’ 2 :wj "Ly = n
2wy =1
j=1

3. Geometrisches Mittel:

5. Harmonisches Mittel:
n n 1
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6.

10.

11.

Gewichtetes harmonisches Mittel:

M=
£

<.
Il
—_

-fh, gew —

M=

W
€T
1 J

<.
Il

Logarithmisches Mittel von zwei positiven Werten:

_ €T1 — T2
x o = ————————
n, 1, =2 In(z1 — In(x2)

Dann gilt:

Ty < Tin,ay. 20 < Ta

Potenzmittel mit positiven Werten:

B

Bemerkung:

Fiir £ = 1 hat man das arithmetische Mittel, fiir £ = 2 das quadratische Mittel z,, fiir £ = —1 das
harmonische Mittel u.s.w.
Weiter gilt mit dem r—ten statistischen Moment (siche néchster Abschnitt):

my = (Tp, ) sowie u<v = Tp oy < Tpo

Tmin S Th STy < To < Tg < Trax

n
Quasi—arithmetisches Mittel: Sei f streng monoton und stetig, w; € [0, 1], wj =1
=0

J
n
Trp=f"1 Wi - T
rr = X
=1

Winsorisierte oder gestutzte Mittelwerte: Wenn die Daten durch Ausreisser (einige wenige viel
zu hohe oder viel zu niedrige Werte) verunreinigt sind und man diese Werte nicht beriicksichtigen
will, so ,winsorisiert* man. D.h. man sortiert die Beobachtungswerte nach aufsteigendem Rang
oder Grosse. Dann streicht man am Anfang und am Ende der so entstehenden Rangliste eine
gleiche Anzahl von Werten, die Ausreisser also, weg. Darauf berechnet man von den verbleibenden
Werten den Mittelwert.

Beispiel: Ein 20 % winsorisierter Mittelwert wird erzeugt, indem man 10 % der Anzahl aller Werte
am unteren Ende und 10 % dieser Werte am oberen Ende der Rangliste streicht.

Weitere interessante Mittelwerte, von denen man jedoch einzelne selten in der deskriptiven Statis-
tik trifft, sind das a—Mittel, verschiedene Ausprigungen von gleitenden Mittelwerten oder das
arithmetisch-geometrische Mittel. Beziiglich dieser Mittelwerte sei auf die einschlégige Fach-
literatur verwiesen, da sie den Rahmen dieses Kurses sprengen.
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Hinweis:
Mit dem Hohensatz, dem Kathetensatz und i
z2 X
- g
Th = —5 - *a -
x(L xg
sieht man aus nebenstehender Figur:
Y
Tp < jg < I,
X, X,
2.6.2 Momente einer Verteilung
Seien x1, %2, ..., T, Messwerte, die mehrmals vorkommen koénnen. Wir nehmen an, dass, wenn wir
nur jeweils ein Exemplar jedes vorkommenden Messwerts auflisten, wir die Liste {z1, x2, ..., a2y}
bekommen. Seien f; = ni, fo = na, ..., fr = ni die zur Liste gehorigen Frequenzen oder abso-

lute Haufigkeiten. Dann gilt fiir die totale Anzahl der Messwerte n = ni+n1+...+nx = fi+f1+. . .+ fx-

Analog zum Mittelwert definieren wir jetzt das Moment r—ter Ordnung m,, der Messreihe in
Bezug auf einen Ausgangspunkt oder Ausgangswert a. Wenn a = T ist, so schreiben wir kurz m, und
sprechen vom Moment r—ter Ordnung, ohne den Ausgangspunkt zu nennen.

Definition:
k
1 ni(xzr—a) +ng(x2—a)" +...+ng (v —a)’ ————
Mra == > mg(w;—a)" = - =(@—ay
=1
Folgerungen:
Wenn a = z gilt, so ergibt sich:
k _ _ _
1 B n(x1—Z)" +ne(x2—2)" 4+ ...+ ng (2 — )" ———x
mr=5znj(xj—x)’“= - = (z—2)
=1
Wenn dann noch f; =ny = fo=ne =...= fi =ni =1 gilt, so ergibt sich:

Z(xj—f)’“z (x1 =)+ (22 —Z)" + ...+ (xp —3)" :m

S|

my =
n

Wenn a = 0 gilt, so ergibt sich:

=7

k
1 nyx] +nexh+...+ngxl
— T k
Mpo = — njx; =
n n
j=1

Daher gilt fiir den Mittelwert Z und die Standardabweichung s:

_ 2 n
mio=x, § :n—l *MmM2,0

Weiter gelten die Zusammenhénge:
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1. Mg =2 —a
2. mo = m27a — m%a
3. m3 = m3.a — 3m1,a ma.q + 2mia
4. my =maq —4myamse +6mi,me,—3mi,
5. ...
Bemerkung:

In der Literatur findet man eine grosse Fiille von Behandlungen der Momente. Zu erwéhnen sind dabei
,,Charlier’s Probe® und ,,Sheppard’s Korrektur“ sowie die ,,dimensionslose Form der Momentendefinition*

M, = % (Vgl. z.B. Murray R. Spiegel, Statistik, McGraw—Hill, Schaum-Lectures.)

2.6.3 Die Schiefe einer Verteilung

Die Schiefe soll die Stiarke der Einseitigkeit oder Neigung einer Haufigkeitsfunktion oder einer Verteilung
beschreiben. Schiefe ist also ein Mass fiir die Asymmetrie. In manchen Fachgebieten definiert man ein
solches Maf} nach den praktischen Bediirfnissen. Ein offensichtlicher physikalischer Zugang zur Schiefheit
ist nicht unmittelbar ersichtlich. Die Schiefe ist in der Regel keine Messgrofle. Die Schiefe gibt an,
ob (und wie stark) eine Verteilung nach rechts (positiv) oder nach links (negativ) geneigt ist. Es ist
leicht nachvollziehbar, dass die nachfolgenden Definitionen fiir die deskriptive Statistik Sinnvolles leisten:

Definition: Erster Pearsonscher Schiefekoeffizient:

Mittelwert — Modus — Z — Zyodus

- Standardabweichung S

S,1 ¢
Zweiter Pearsonscher Schiefekoeffizient:

Pe i 3 - (Mittelwert — Median) 3 T — T Median
517 TStandardabweichung s

Ein Momentenkoeffizienz als Schiefenmass:

mg3 ms3
as =

33

%
mg

Hinweis: Der Median ist einfacher greifbar als ein Modus, vor allem wenn es sich um multimodale
Verteilungen handelt.

2.6.4 Kurtosis und Exzess

Die Kurtosis und der Exzess beschreiben die Wélbung oder Spitzigkeit einer statistischen Verteilung.
Schmale aber hohe Verteilungen nennt man ,leptokurtisch“. Flache, niedere Verteilungen heissen
»platykurtisch® und mittlere Verteilungen, etwa wie eine schone Normalverteilung, heissen ,, mesokur-
tisch*.

Der mit der Kurtosis verkniipfte Exzess beschreibt die Abweichung im Verlauf der Verteilung zum
Verlauf einer Normalverteilung.
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Definition: Momenten—Kurtosis:
ﬁ ™y may
2 = — = —
st m3

Quartil-Dezil-Kurtosis:

Analog zu den Quartilen @1, Q2, @3 definiert man auch die Zentile
1
Py, P, ..., Pyy. Sei Q der Quantilabstand: Q = B (Qs — Q).

Dann definiert man die Quartil-Dezil-Kurtosis:

K= _Q
Poo — Pro

Exzess:

Yo =pP2—3

2.6.5 Sinn und Gefahr von Kenngrossen

Ein Beispiel mag das Problem der Sinnhaftigkeit von Kenngrossen illustrieren. In der Praxis trifft man oft
die Situation, dass Messwerte vorhanden sind, die nun auf allerlei Art hochst kopflos verrechnet werden.
Angenommen, es gehe um den Vergleich zwischen dem Wohlbefinden von zwei Personen, Hans und Franz.
Hans liegt auf dem Bett. In seinem Zimmer misst man die Temperatur von 30° C'. Die Temperatur stimmt.
Fiir das Wohlbefinden von Hans gibt es beziiglich der Zimmertemperatur kein Problem. Der Mittelwert
der Temperatur seiner beiden Hénde ist 30° C'.

In einem andern Haus in einem andern Zimmer wird Franz von zwei Gangstern festgehalten. Er wird
gefoltert. Eine Hand hat man ihm in kochendes Wasser gedriickt. Wasser kocht bei 100°C. An der
Handoberfldche, wo die Nervenzellen zur Temperabschétzung sitzen, herrscht somit 100° C. Die andere
Hand hat man ihm in einem Eisklotz bei —40° C' eingefroren. An jener Handoberfliche herrscht somit

1
—40°C. Der Durchschnitt, der Mittelwert also, ist 3" (—40°C + 100°C) = 30°C. Die so ermittelte

Durchschnittstemperatur bei Franz ist also gleich der bei Hans. Wer nichts von der Sache weiss, nur den
jeweiligen Mittelwert von 30° C' kennt und sich auf diese eine statistische Aussage verlésst, muss also
zum Schlusse kommen, dass die beiden , Hans und Franz, beziiglich Temperatur—Wohlbefinden sich nicht
unterscheiden. Krass! Man bedenke, dass tédglich mit statistischen Kenngrossen Politik und Werbung

gemacht wird, ohne dass dabei jemals weitere Worte iiber die Datenbestéinde und ihre Umsténde fallen!
—n7n
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Kapitel 3

Kombinatorik

3.1 Einleitung

3.1.1 Problemstellung

Im Stoffgebiet Kombinatorik behandeln wir die 6 Typen der klassischen Anzahlprobleme. Dabei geht es
um folgende Kategorie von Fragestellungen: Wir fragen nach der Anzahl der Moglichkeiten, aus einer
endlichen Menge M nach einer gewissen Vorschrift Elemente auszuwdhlen, diese ev. anzuordnen oder die
Menge in Klassen einzuteilen. Dabei kénnen sich Elemente wiederholen — oder nicht. Da das Resultat y
jeweils eine natiirliche Zahl ist, reden wir auch von Anzahlfunktionen M +—— y.

3.1.2 Fakultiaten

In der Kombinatorik spielt der Begriff Fakultit eine grosse Rolle. Man definiert die Fakultdten induktiv*
durch die folgende Rekursion:

Definition 3.1 (Fakultét: )

fO)y=0l:=1 (Verankerung)
f(n)=nl:=n-(n-1)"!  (Vererbung)
Bemerkungen:
1. Esgilt dann: nl=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1=[[;_, k. (Siehe(?).)

Daraus ergibt sich: 1!1=1,2! =2, 3! =6, 4! = 24 etc..

2. Der Begriff Rekursion hat sich heute in der Informatik sehr stark verbreitet. Man versteht dort
darunter die Definition einer Funktion oder eines Verfahrens durch sich selbst (vgl. dazu z.B. Bibl.
A6, (Claus, Schwill)). Man darf den Begriff Rekursion in diesem hier verwendeten einfachen Sinne
jedoch nicht verwechseln mit den in der héheren Mathematik gebréuchlichen, etwas schwierigen
Begriffen allgemeine Rekursion, primitive Rekursion, rekursive Funktion (in der Zahlentheorie),
rekursive Relation (in verschiedenem Sinne in Logik und Mengenlehre). Vgl. dazu Fachlexikon a b
¢ (Bibl.: A1), Iyanaga, Kawada (Bibl. A8) und Meschkowski, Bibl. A11.

Wir halten fest:

INach dem Schema der vollstindigen Induktion, vgl. Thema natiirliche Zahlen, Induktionsaziom (eines der Axiome aus
dem System von Peano).
21] steht fiir ,, Produkt®.

29
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Definition 3.2 (Rekursion (Informatik) )
Unter Rekursion verstehen wir hier die Definition einer Funktion oder eines Verfahrens durch sich selbst.

Beispiel: Aus der Definition von n! ergibt sich: f(n) = n- f(n — 1). Die Funktion an der Stelle n wird
also durch die Funktion (also durch sich selbst) an der Stelle n — 1 definiert.
Die Werte f(n) = n! werden sehr rasch sehr gross. z.B. ist:

40! = 815915283247897734345611269596115894272000000000 =~ 8.15915 10*7.

Ein einfaches Programm auf einem Rechner kann daher schnell Probleme machen. Hier ist eine Formel
von Stirling hilfreich (ohne Beweis):

Satz 3.1 (Formel von Stirling: )

n!~ 27m(2)”
e

e ist hier die Eulersche Zahl: e = 2.71828182845904523536028747135 (auf 30 Stellen )

3.2 Anordnungsprobleme

3.2.1 Permutationen ohne Wiederholung

Paradigma (Beispiel eines praktischen Problems) *

Problem 3.1 (Sitzmoglichkeiten: )

Situation: In einem Klassenzimmer befindet sich nichts ausser 26 nummerierten Stiihlen.

Die Nummern gehen von 1 bis 26. Pulte, Banke und Tische hat man nach
draussen gebracht. Vor der Tiir warten 26 Studenten. Zur besseren Unterschei-
dbarkeit und Benennung erhilt auch jeder Student eine verschiedene Nummer
von 1 bis 26, mit der er aufgerufen wird.

Frage: Auf wieviele Arten kann man die 26 Studenten auf die 26 Stiihle setzen, d.h.

wieviele Sitzordnungen gibt es?

Loésung:

e Der Student Nr. 1 kommt herein. Er findet 26 freie Stithle vor. Somit hat er fiir sich 26

Sitzmoglichkeiten.

Der Student Nr. 2 kommt herein, Student Nr. 1 sitzt auf irgend einem Stuhl. Student Nr. 2 find-
et nur noch 25 freie Stiihle vor. Somit hat er fiir sich nur noch 25 Sitzmdoglichkeiten. Diese 25
Sitzmoglichkeiten hat er aber bei jeder Platzierung von Student Nr. 1, welcher sich auf 26 ver-
schiedene Arten platzieren konnte. Zur ersten von Student Nr. 1 benutzten Moglichkeit hat Stu-
dent Nr. 2 nun 25 Moglichkeiten, zur zweiten Moglichkeit von Student Nr. 1 hat Nr. 2 nun 25
Mboglichkeiten, etc., zur letzten Moglichkeit von Student Nr. 1 hat Nr. 2 wiederum 25 M6glichkeiten.
Zusammen haben beide also 26 - 25 Moglichkeiten. Die Anzahlen der Moglichkeiten multiplizieren
sich!

Der Student Nr. 3 kommt herein. Die Studenten Nr. 1 und Nr. 2 sitzen bereits. Student Nr. 3 findet
nur noch 24 freie Stiithle vor. Somit hat zu jeder der 26 - 25 Sitzmoéglichkeiten der beiden ersten
Studenten noch 24 Moglichkeiten. Zusammen haben sie also 26 - 25 - 24 Moglichkeiten, da sich ja
die Anzahlen der Moglichkeiten multiplizieren.

So geht es dann weiter. Schliesslich kommt der Student Nr. 25 herein. Er hat bei jeder der
Sitzmoglichkeiten der vorher hineingegangenen Studenten noch 2 freie Plétze zur Auswahl. Total
haben also die 25 ersten Studenten 26 - 25-24 - ... -3 -2 Sitzmdoglichkeiten.

3Ein Paradigma ist ein Lehrbeispiel
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e Endlich kommt der letzte Student mit der Nummer 26 herein. Er hat bei jeder der Sitzmoglichkeiten
der andern Studenten noch einen freien Platz zur Auswahl. Total haben somit die 26 Studenten
26-25-24-...-3-2-1= 26! Sitzmoglichkeiten.

Bemerkung: Falls in einer Menge von Individuen jedes Element (Individuum) einen unterscheidbaren
Namen trégt, so kann man die Elemente auch den ,,Namen nach“, d.h. alphabetisch ordnen, so wie in
einem Lexikon: A...kommt vor B...etc., Aa...vor Ab...etc.. In einem solchen Fall spricht man von
einer lexikographischen Anordnung.

Zum Nachdenken:

Falls die Klasse in 10 Sekunden einen Platzwechsel schafft, so braucht sie also 10 - 26! Sekunden fiir alle
Platzwechsel. Das sind ﬁgi{g% Jahre = 1.278310%° Jahre. Vergleich: Das Alter des Universums bei
der Urknalltheorie wird gegenwirtig auf ca. 1 bis 2 mal 100 Jahre geschitzt*. Um die Sitzordnungen

alle ohne Pause zu realisieren, briuchte es also etwa 10'° mal soviel Zeit, wie das Universum alt ist!

Verallgemeinerung des Problems:

Statt mit 26 Studenten kann man das Problem gleich allgemein mit n Studenten l6sen. In der Argu-
mentation ist dann 26 durch n, 25 durch n — 1 etc. zu ersetzen. Man erhélt schliesslich so total (n!)
Méglichkeiten, n Studenten auf n Plétze zu setzen.

Das abstrakte Problem

Gegeben sei eine Menge M, mit n Elementen, welche durchnummeriert sind mit den Nummern von 1
bis n. M,, entspricht der Menge der Studenten im vorherigen Beispiel. Dadurch hat man eine bijektive
Zuordnung der nummerierten Elemente nj zur Teilmenge der natiirlichen Zahlen N,, = {1,2,3,...,n}.
(Damit hat man eine bijektive Funktion). Da die Zuordnung eineindeutig ist, kénnen wir die ny, jeweils
gerade durch k ersetzen, ohne das Problem zu verdindern: M = N,, = {1,2,3,...,n}. Gesucht ist
nun die Anzahl der Méglichkeiten, die Menge N,, = {1,2,3,...,n} auf sich selbst abzubilden, d.h. im
obigen Problem die Menge der Nummern der Studenten N,, der Menge der Nummern der Stithle IN,,
zuzuordnen.

Sei o(k) bei einer solchen Zuordnung (im obigen Problem eine Sitzmoglichkeit) das Bild (oben
die Stuhlnummer) von k (k entspricht oben der Nummer des Studenten). Dann wird also durch
eine solche Zuordnung o die Menge {1,2,3,...,n} (oben die Menge der Studenten) der Menge
{o(1),0(2),0(3),...,0(n)} (oben die Stiihle) zugeordnet. Schreibt man die Bilder o(k) unter die Ur-
bilder k, so erscheint die durch o ausgesonderte Relationsmenge in folgender Gestalt:

Damit ist also eine Teilmenge von N,, x N,, gegeben, fiir die die Relation ,,Funktion ¢* zutrifft.
Durch das folgende Schema wird daher eine neue Anordnung o(1),0(2),0(3),...,0(n) der Elemente
1,2,3,...,n definiert.

Wir sagen:

Definition 3.3 (Permutation: )
Die Anordnung o(1),0(2),0(3),...,0(n) der Elemente aus N,, heisst Permutation P der Anordnung
(1,2,3,...,n) dieser Elemente.

4Die Fachleute streiten sich allerdings iiber diesen Wert. Je nach Wissensstand wird er laufend berichtigt.
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Um eine Permutation zu geben, kénnen wir auch schreiben:
p_( 1 2 3 .. =m
o) o2) o3) ... o(n)
Die Reihenfolge der Spalten kann beliebig sein.
Beispiel: Durch die folgende Anordnung ist eine solche Permutation gegeben:
1 2 3 4 5
P= ( 415 3 2 >

1 wird auf 4, 2 auf 1 u.s.w.. abgebildet. Nun kénnen wir unser Problem mit den Studenten und den
Stithlen abstrakt und allgemein stellen:

Problem 3.2
Permutationen ohne Wiederholung:
Frage: Wieviele Permutationen P der Nummern 1,2, ..., n gibt es?

Oder anders gefragt: Wieviele Anordnungsmdoglichkeiten der Zahlen 1,2,....n in einer
Reihe gibt es?
Oder nochmals anders gefragt: Wieviele bijektive Funktionen N,, — N,, gibt es?

Symbole 1 : P(n)
Sei P(n) = Anzahl Permutationen der Elemente von M,, der natiirlichen Zahlen von 1 bis n.

Nun wissen wir:

Satz 3.2
Permutationen ohne Wiederholung:
P(n) =nl!
Abbildung 3.1: Teilflichen, verschieden zu firben ...e Surfaces partielles, a colorer de maniere

différente. . .

Beispiel: Wieviele Moglichkeiten gibt es, die in 3.1 gezeigten Teilflichen mit verschiedenen Farben zu
farben? — Bei einer Farbung werden den 25 verschiedenen Fléchen 25 verschiedene Farben zugeordnet.
Statt Flichen und Farben kann man auch nur die Nummern 1 bis 25 betrachten. Man hat also eine
bijektive Abbildung einer Menge Mos oder von Nos auf sich. Es wird also nach P(25) = Anzahl Per-
mutationen von 1,2,3,...,25 gefragt. Das gibt 25! ~ 1.55112 - 10?°. Wie lange héitte wohl einer, um alle
Mboglichkeiten auszuprobieren?
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3.2.2 Permutationen mit Wiederholung

Paradigma

Problem 3.3

Vertauschungsmoéglichkeiten von Briefen:

Situation: Ein Personalchef hat 20 verschiedene Briefe geschrieben. Davon sind 7 identische Kopi-

en eines Informationsschreibens an eine Gruppe von Mitarbeitern, die andern 13 Briefe
sind vertrauliche und persénliche Antworten in Lohnfragenen anderer Mitarbeiter. Die
zugehdrigen 20 Couverts liegen ebenfalls bereit.
Frage: Wieviele Méglichkeiten hat die Sekretarin, die Briefe zu verschicken, sodass fiir
sie Probleme entstehen kénnten?

Lésung: Wenn alle Briefe verschieden wéren, so hétte sie 20! Moglichkeiten, die Briefe in Couverts
zu stecken. Da nur eine Moglichkeit akzeptiert werden kann, fithren dann (20! — 1) Moglichkeiten zu
Problemen.

Wenn nun 7 Briefe gleich sind, kénnen diese 7 Briefe unter sich vertauscht werden, ohne dass ein Problem
entsteht. Man kann das auf 7! Arten tun. Wenn nun X die Anzahl der Platzierungsmoglichkeiten
der 13 verschiedenen Briefe in den 20 Couverts ist, so kénnen zu jeder der X Moglichkeiten der
verschiedenen Briefe die restlichen, gleichen Briefe auf Y = 7! Arten unter sich vertauscht werden, ohne
dass etwas passiert. Da das bei jeder der X Moglichkeiten der Fall ist, multiplizieren sich die Anzahlen
der Moglichkeiten zur Gesamtzahl der Mdglichkeiten. Andere Vertauschungsmoglichkeiten als die hier
vorkommenden hat man nicht. Somit gilt: 20! = X - Y = X - 7! und damit X = 270,'

Die Anzahl unerwiinschter Moglichkeiten ist somit X —1 = 270!! —1 = 482718652416000—1 =~ 4.82719 10'*.

Verallgemeinerung des Problems:

Wir gehen wieder von 20 Briefen aus, 7 davon gleich, die wir zur Klasse 1 zusammenfassen. Weiter sei
jetzt nochmals ein spezieller Brief da, zu welchem sich noch zwei gleiche finden. Diese 3 seinen in einer
Klasse 2 zusammengefasst. Dann finden wir nochmals 4 gleiche, die in einer Klasse 3 zusammengefasst
werden. Sei nun Y; die Anzahl der Vertauschungsméglichkeiten der Briefe in der Klassei unter sich und
X wie vorhin die Anzahl der Vertauschungsmoglichkeiten der restlichen ungleichen Briefe. Dann gilt aus
demselben Grunde wie oben:

200=X -Y1!-Yo! - Y3l = X - 7131 - 41 also

20!

X =3

Das fithrt uns auf folgendes allgemeinere Problem:

Gegeben:

Total n Briefe, n Couverts, davon k Klassen je unter sich gleicher Briefe wie folgt:
Klassey: my gleiche Briefe vom Typ 1,

Klasses: mo gleiche Briefe vom Typ 2

Klassey: my, gleiche Briefe vom Typ k

Gesucht: Anzahl Moglichkeiten P, (mq,ma,...,my), die Briefe in die Couverts zu
platzieren.

Symbole 2 : P,(myi,ma,...,my)

P, (my,ma,...,my) = Anzahl Méglichkeiten, die eben beschriebenen n Objekte (hier Briefe, wobei k Klassen

mit je n; gleichen Objekten darunter sind) auf n Plétze (hier Couverts) zu platzieren.



34 KAPITEL 3. KOMBINATORIK — ANALYSE COMBINATOIRE

Abbildung 3.2: Anzahl méglicher Umkehrabbildungen f~1? e Possibilités d’applications inverses f~1?

k Klassen identischer Elemente

Definition 3.4 (Permutat. m. Wiederholung: ) Gegeben sei eine Menge M., mit n. Elementen. Darin
seinen k Klassen mit je n; gleichen Elementen (pro Klassei) enthalten. Bei der Nummerierung der Elemente
erhalten alle Elemente einer Klasse dieselbe Nummer. Eine Permutation der Elemente von M, nennen wir
Permutation mit Wiederholung.

Wir wissen jetzt:

Satz 3.3 (Permutationen mit Wiederholung ) :

Anzahl der Permutationen mit Wiederholung:

n!
P,(mi,ma,...,mg) = —————
ml! . mg! . mk!
Das abstrakte Problem
Gegeben: Eine Menge mit n Elementen, z.B. R,, = {1,2,3,...,n} sowie eine Menge

mit k Elementen, z.B. Ry = {1,2,3,...,k}, n > k. Man betrachte dann
die moéglichen Funktionen f : R, —— Ry (ein Beispiel ist in Abb. 3.2
dargestellt).

Gesucht: Anzahl méglicher Umkehrabbildungen f~!' : Ry —— R,,. Dabei wird das
erste Element (1 rechts im Bild) m; mal abgebildet, das zweite Element (2
rechts im Bild) m; mal u.s.w..

Es werden also die k& Klassen gleicher Elemente (gleiche Briefe im Paradigma) auf die n verschiedenen
Elemente (Couverts im Paradigma) abgebildet. Die gesuchte Anzahl ist dann P, (mq, ma, ..., mg).

)

Beispiel: Auf wieviele Arten lassen sich in einer Klasse mit 26 Studenten 5 Arbeitsgruppen mit 4, 5, 5,
6 und 6 Studenten bilden? Die Losung ist:
26!

P26(4,5,5,6,6) = m = 2251024905729600 ~ 2.25102 10*°
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3.3 Auswahlprobleme mit und ohne Anordnung

3.3.1 Die Fragestellungen

Kombinationen

Abbildung 3.3: Auswahlproblem, Kombinationen e Probléme de sélection, combinaisons

o
N

Problem 3.4 (Auswahlproblem: )

Gegeben: Eine Kiste mit n wohlunterscheidbaren Objekten, z.B. verschiedenfarbigen Kugeln.
Aus der Kiste werden dann auf eine beliebige Art und Weise k Objekte herausge-
griffen und nebenan aufgehiuft. (Vgl. Abb. 3.3.)

Frage: Auf wieviele Arten sind solche Haufenbildungen nebenan méglich?

Wohlverstanden spielt bei der Haufenbildung die Anordnung der Objekte resp. der Kugeln keine Rolle.
Dieses Problem lisst sich ohne viel Denkaufwand gleich abstrakt stellen. Die Kugeln in der Kiste bilden
eine Menge M,,, z.B. M,, = N,, ={1,2,3,...,n}. Herausgegriffen wird eine Teilmenge M;, C M,,, z.B.
N, ={1,2,3,...,k}, k < n. Diese Teilmenge bildet den Haufen nebenan.

Definition 3.5

Kombination ohne Wiederholung

Eine solche Auswahl von k Elementen aus M, heisst Kombination k—ter Ordnung ohne Wiederhol-
ung bei n Elementen, kurz: Kombination k—ter Ordnung.

Symbole 3 (Anzahl Kombinationen: )
C(k,n) = Anzahl Kombinationen k—-ter Ordnung bei n Elementen.

Abstraktes Problem (Kombinationen ohne Wiederholung):

Gegeben: Eine Menge M,, mit n Elementen.

Frage: C(k,n) = 7 D.h. wieviele Teilmengen mit genau k Elementen kann man
bilden?

Variationen

In Abb. 3.4 wird die Auswahl (Kombination) anschliessend noch angeordnet. Zwei solche Kombinatio-
nen mit denselben Elementen, aber verschiedener Anordnungen sind jetzt unterscheidbar. Man definiert
daher:

Definition 3.6

Variation ohne Wiederholung:

Werden die aus M,, ausgewihlten Elemente (die Kombination also) noch angeordnet, so spricht man von
einer Variation k—ter Ordnung ohne Wiederholung bei n Elementen. Kurz: Variation k—ter Ordnung.
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Abbildung 3.4: Relationsmenge, Abbildung e Ensemble de relations et d’applications (choiz, disposition)

TN

Auswahl Anordnung

Symbole 4 (Anzahl Variationen: )
V(k,n) = Anzahl Variationen k—ter Ordnung bei n Elementen.

Beispiel:

Gegeben seien die Elemente a, b und ¢. Gesucht sind alle Kombinationen und Variationen 2-ter Ordnung.

Loésung:
Kombinationen : ab ac b c: 3 Stiick.
Variationen: ab ac bec

ba ca cb: 6 Stiick.
Wiederholungen

Ersetzt man in der Vorratsmenge M,, jedes der Elemente e; durch eine Menge F; mit gleichen Elementen,
die sich nur durch einen internen Index unterscheiden (z.B. E; = {e;1, €9, €:3, . . .}), 80 wird es méglich, ein
Element e; mehrmals auszuwéhlen, wobei der interne Index nach der Auswahl wieder weggelassen werden
kann®. Denselben Effekt erzielen wir, wenn wir nach der Auswahl eines Elementes eine identische Kopie
dieses Elementes wieder zuriicklegen. Wir stellen uns also vor, dass sich ein Element e; bei seiner Auswahl
dupliziert, sodass trotz Auswahl und Entfernung des Elements die Menge M, unverdndert bleibt. Ein
Element wird also bei der Auswahl und Entfernung aus M,, sofort wieder in M,, nachgeliefert, etwa so
wie bei einem bestimmten Artikel im Regal eines gut gefiihrten Selbstbedienungsladens, wo die Regale
immer sofort wieder aufgefiillt werden. Falls dieses Auffiillen, Duplizieren, Kopieren oder Zuriicklegen
beliebig oft moglich ist, so sagen wir, die Elemente in M,, seien wiederholt auswdhlbar. Wir definieren
nun:

Definition 3.7

Kombination und Variation mit Wiederholung:

Sind bei der Bildung einer Kombination oder einer Variation die Elemente aus M,, wiederholt auswahlbar, so
spricht man von einer Kombination oder einer Variation mit Wiederholung.

Wir beginnen nun mit der Variation ohne Wiederholung:

3.3.2 Variation ohne Wiederholung

Aus n Elementen werden k£ Elemente herausgegriffen und angeordnet, ohne Wiederholung, so wie in Abb.
3.5 dargestellt. Dort wird z.B. das Element e; auf den Platz 1, e auf den Platz 2 u.s.w.. gelegt. Alle

5Der interne Index wird nur zur Bildung der ,Mengen gleicher Elemente E;“ gebraucht, die notwendig sind, um eine
wiederholte Auswahl desselben Elements moglich zu machen.
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Abbildung 3.5: Variationen ohne Wiederholung e Arrangement sans répétition (image — abstrait,
éléments, reste)

Bildlich: KF @ k Elemente
@W Rest ungeordnet herausgegriffen

@) und angeordnet

coooNNNNNNNNNENR

n Elemente (n - k) Elemente k Elemente

Abstrakt:

(n — k) nicht ausgewéhlten Elemente, der Rest also, kann man sich anschliessend in eine Kiste nebenan
gelegt denken, auf einen Haufen also. Diese anschliessende Operation verdndert die Anzahl Auswahl—
und Anordnungsmoglichkeiten der ersten k£ Elemente nicht, denn diese Haufenbildung ist eine einzige,
unabhéngige Handlung, die nichts weiteres beitrégt. In dieser Restkiste nebenan spielt also die Anordnung
der Elemente keine Rolle. Man unterscheidet diese Elemente demnach nicht, es ist egal, wie sie liegen.
Daher bilden sie eine Klasse nicht unterschiedener, also gleicher Elemente, die auf nur eine einzige Art
angeordnet werden kénnen (da sie als nicht unterscheidbar gelten). Daher hat man folgendes Problem:
Man hat n Elemente, k verschiedene und n — k gleiche. Diese Elemente sind anzuordnen. Oder abstrakt:
Man sucht die Anzahl der moglichen Umkehrfunktionen f=! (vgl. Abb. 3.5). Das Problem haben wir

aber bereits bei den Permutationen mit Wiederholung gelést: Die Anzahl ist P,(n — k) = <”ﬁ!k,)!

Satz 3.4 (Variationen ohne Wiederholung: )

V(k}} n) = Pn(n - k) = (nz!k‘)!

Beispiel:
Auf wieviele Arten kann man 20 verschiedene vorhandene Ferienjobs an 26 verschiedene Studenten
verteilen, die alle einen solchen Job haben wollen, wenn diese Jobs nicht in Teiljobs aufteilbar sind?
Es handelt sich um die Auswahl 20 aus 26 mit anschliessender Zuordnung zu unterscheidbaren Studenten,
d.h. Anordnung. Die Losung ist somit:
26! 26! 25
———— = —— = 67215243521100939264000000 ~ 6.72152 10
(26 —20)!  (6)!
Ein Spezialfall: V(n,n)= P,(n —n) = P,(0) = P(n)
~» Permutation ohne Wiederholung!

V(20,26) =
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3.3.3 Kombination ohne Wiederholung
Die Formel

Auf Seite 33 haben wir gesehen, dass sich bei Aussonderung einer Teilmenge gleicher Elemente die Anzahl
der Moglichkeiten multiplikativ verhalten. Da war 20! = X - Y = X - 7!. Die gleiche Situation finden wir
beim Ubergang von den Kombinationen zu den Variationen: Eine Variation (k Elemente aus n Elementen)
entsteht aus einer Kombination durch Anordnung der &k ausgewéhlten Elemente. Dazu hat man P (k) = k!
Moglichkeiten. Es gilt also:

Lemma 3.1 (Variationen und Kombination: )

V(k,n) = C(k,n) - P(k), also (n‘ﬁ’k)! = C(k,n) - k!
Daraus folgt:

Satz 3.5 (Kombination ohne Wiederholung )

, no(n—1)...(n—k+1
C(k,n) = k!.(gl—k)! = 1)2(2 =

Das Beispiel Zahlenlotto ,,6 aus 45%:

Auf wieviele Arten kann man 6 verschiedene Zahlen aus den 45 ersten natiirlichen Zahlen auswéhlen?
Hier handelt es sich um eine typische Frage nach der Anzahl Kombinationen C(6,45). Diese ist gleich:

45! 45!

6T (@5 6) — 6T (30)] 45060 ~ 8.14506 10°

Binomialkoeffizienten

Multipliziert man das Binom (a4 b)" = (a +b) - (a +b) - ... - (a 4+ b) nach den Regeln des Distributivge-
n Faktoren

setzes aus, so entstehen lauter Summanden der Form my, - a®- 5" % mit 0 < k < n und m, k,n € Ng. Beim
Ausmultiplizieren nimmt man der Reihe nach aus jedem Faktor (a 4 b) einen der Summanden a oder b
und multipliziert diese Faktoren zu einem Produkt a* - "%, Falls man in jedem Summanden @ und nie b
nimmt, entsteht a” - b°. Falls man in j Summanden a und folglich in n — j Summanden b nimmt, entsteht
a? - b(™=7)_ Dabei gibt es hier verschiedene Moglichkeiten, das a oder das b auszuwiihlen: Man kann z.B.
im ersten Faktor a, im zweiten b, im dritten wieder a wéhlen etc., man kann aber auch zuerst b, dann «a
und dann wieder a wéhlen etc.. my, ist die Anzahl der Moglichkeiten, a in genau k Faktoren (a + b) und
b in genau n — k Faktoren zu wéhlen. Es ist dann:

n
(a+b)" = ka ab - pnk
k=0

Wie gross ist nun my? — Hier handelt es sich um ein Auswahlproblem: Auf wieviele Arten kann man aus
den n Faktoren (a+0b) k Faktoren auswéhlen und dort jeweils den Anteil a (und folglich in den restlichen
n — k Faktoren jeweils den Anteil b) nehmen? Diese Frage ist dquivalent mit der einfacheren Frage: Auf
wieviele verschiedene Arten kann man aus n Elementen (Faktoren (a 4 b)) jetzt k Elemente auswihlen?
Die Antwort ist nun einfach: my = C(k, n). my, hat einen Namen:

Definition 3.8 (Binomialkoeffizient: ) :

my, heisst Binomialkoeffizient.

Symbole 5 (Binomialkoeffizient: ) mi, = (})
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Wir wissen jetzt:

Satz 3.6 (Binomischer Lehrsatz )

n n
(@+b)"=> my-a"- k=" (Z) cak oy h
k=0

k=0

Binomialkoeffizienten kann man bekanntlich im Pascalschen Dreieck ablesen:

Pascalsches Dreieck:

n=0... 1

n=1... 1 1

n=2... 1 2 1
n=3... 1 3 3 1
n=4... 1 4 6 4 1
etc. ...

Die vertikale Position ist n, die horizontale k. Die Numerierung beginnt jeweils mit 0. So liest man z.B.

ab: (‘11) =4 und (3) =6.
Fiir die Binomialkoeffizienten kann man mit Hilfe von (}) = C(k,n) = k,,(ﬁ’_k)! = n.(n_11>..2.......%_k+1>

sowie mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion® leicht die folgenden Gesetze beweisen:

Satz 3.7
Einige Eigenschaften der Binomialkoeffizienten:

1) () = (%) 2 o)+ (%
3) 2" = Yo () 4 Eieo ()G = (7
5 L5 () = Gh) 6) =@ = (D

7.B. die Formel 2" = 7 (7) ergibt sich aus 2" = (14+1)" = S>0_ (1) - 1617~k = 37 (") mit Hilfe
des binomischen Lehrsatzes.

3.3.4 Variation mit Wiederholung
Die Formel

Die Variation mit Wiederholung ist auf Seite 36 erklart worden. Die Formel fiir die Anzahl Variationen
mit Wiederholung hingegen miissen wir noch erarbeiten. Dazu verwenden wir folgendes Symbol:

Symbole 6 : V(k,n)

V(k,n) = Anzahl Variationen mit Wiederholung bei einer Auswahl von k Elementen aus einem Vorrat mit n
verschiedenen Elementen, die alle wiederholbar sind.

Herleitung der Formel:

Wir betrachten die k numerierten Plétze, auf denen die auszuwéihlenden Elemente anzuordnen sind (vgl.
Abb. 3.5 oben links im Bild). Da wir jedes der n Elemente im Vorrat auswéhlen konnen, hat man
n Moglichkeiten, den 1. Platz zu besetzen. Bei der Auswahl fiir den 2. Platz hat man aber wieder n
Elemente im Vorrat zur Auswahl, da wegen der Wiederholbarkeit wieder jedes Element vorhanden ist
und gewéhlt werden kann: Zu jeder der n Moglichkeiten fiir den 1. Platz hat man n Moglichkeiten fiir
den 2. Platz, total also jetzt n - n = n? Mdoglichkeiten. Genauso geht es fiir den 3. Platz: Zu jeder der n?
Méglichkeiten fiir die Plitze 1 und 2 hat man n Moglichkeiten fiir den 3. Platz, total also jetzt n?-n = n?
Moglichkeiten. So fihrt man fort: Fiir die Besetzung der ersten 4 Plitze hat man n* Moglichkeiten, fiir
die Besetzung der ersten 5 Plitze n® Moglichkeiten und schliesslich fiir die Besetzung der ersten k Plitze
hat man n* Moglichkeiten. Wir haben somit den Satz:

6Vgl. Zahlenlehre
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Satz 3.8 (Variationen mit Wiederholung: )
V(k,n) =nk

Beispiel:

Auf wieviele Arten koénnen 26 (unterscheidbare) Studenten sich in 12 verschiedene Kurse einschreiben,
wenn jeder Kurs 26 Plitze offen hat, also keine Platzbeschrinkung besteht?

Loésung:

Der erste Student hat 12 Moglichkeiten, sich in einen Kurs einzuschreiben. Zu jeder dieser Moglichkeiten
des ersten Studenten hat der zweite auch 12 Moglichkeiten, sich in einen Kurs einzuschreiben. Beide
zusammen haben also 122 Moglichkeiten. Fiir den dritten, vierten etc. Studenten geht das auch so: Jeder
hat die 12 Moglichkeiten, und die Moglichkeiten multiplizieren sich. Es handelt sich um eine Variation
mit Wiederholung. Total gibt es V(k,n) = V(26,12) = 1226 = 11447545997288281555215581184 =~
1.1447510%® Moglichkeiten.

Merke: Aus diesem Beispiel ersieht man, dass k > n sein kann.

Anwendung: Die Michtigkeit der Potenzmenge

Die Potenzmenge ist bekanntlich die Menge aller Teilmengen.

Problem 3.5

Michtigkeit der Potenzmenge:

Gegeben: Eine Menge M mit n Elementen.
Frage: Wieviele Teilmengen hat M?
Loésung:

(Z) = C(k,n) ist bekanntlich die Anzahl Teilmengen mit k& Elementen, denn hier handelt es sich ja um
das typische Auswahlproblem. Nun kann man eine oder mehrere Teilmengen mit 0 (leere Menge), 1, 2,
..., n Elemente wihlen. Total hat man also:

000 () EQH oo

Satz 3.9 :
Michtigkeit der Potenzmenge:
Die Potenzmenge einer Menge mit n Elementen hat 2" Elemente.

Eine Menge mit n Elementen hat also genau 2" Teilmengen.

3.3.5 Kombination mit Wiederholung

Hier sollen aus einer Menge mit n Elementen %k Elemente ausgewéhlt werden, wobei jedes ausgewéhlte
Element bei der Auswahl in der Menge dupliziert wird resp. nachgeliefert wird, so dass die Menge
trotz Auswahl immer aus denselben Elementen besteht. Wie gross ist die Anzahl Auswahlmoglichkeiten?

Fiir die Berechnung dieser Anzahl ist es unwesentlich, ob die Menge M,, aus Kugeln, Losen oder Zahlen
etc. besteht, d.h. welcher Natur die Elemente sind. Wir diirfen daher annehmen, es handle sich um
die natiirlichen Zahlen von 1 bis n: M,, = {1,2,3,...,n}. Wenn wir jetzt k Elemente (d.h. Zahlen)
auswihlen, so wollen wir diese immer ihrer Grosse nach aufreihen, statt sie bloss ,,auf einen Haufen zu
legen®. Wir reden hier von der Standardanordnung. Eine solche Auswahl {ej, s, ..., e;} wird also immer
in der Anordnung e; < ey < ... < e prasentiert. Dadurch wird die Anzahl der Auswahlmoglichkeiten ja
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nicht veréandert.

Wie ist nun dem Problem der Wiederholungen beizukommen? Die Idee, aus k-n Elementen auszuwéhlen,
fiihrt zu keinem Resultat, da die Elemente einer Auswahlmenge dann auf verschiedene Weise gewonnen
werden konnen, was filschlicherweise die Anzahl Auswahlmdoglichkeiten erhéht. So geht es also nicht.
Um der Sache beizukommen, muss man etwas weiter ausholen:

Wir fithren dazu k& — 1 neue Elemente Ji,Js,...,Jr—1 ein und fiigen diese der Menge M, an. So
erhalten wir eine neue Menge M*~1 = {1,2,3,....n,J1,Ja,..., Jp_1} mit n + k — 1 Elementen. Die
neu giiltige Standardanordnung entspreche der hier gegebenen Aufzdhlung der Elemente: Die J; werden
hinten den Nummern nach angefiigt. Dabei gelte fiir die Elemente J; die folgende Interpretation: J;
ist eine Vorschrift oder Funktion, die auf jenen ausgewéhlten Standardanordnungen operiert, in denen
sie selbst allenfalls vorkommt. Die durch J; gegebene Vorschrift lautet: Ersetze das Symbol J; in einer
ausgewahlten Standardanordnung durch das Element e; derselben Auswahl, nachdem alle J, mit p < ¢
schon ersetzt sind. Fithrt man alle diese Ersetzungen durch, so erhélt man aus einer primdren Auswahl
die Endstandardanordnung. Da k Elemente auszuwihlen sind, es aber nur k£ — 1 Elemente J; gibt,
kommt in einer Standardauswahl immer mindestens ein Element e; € M,, vor, in unserem Falle eine
der gegebenen natiirlichen Zahlen 1,2,3,...,n. J; bewirkt somit immer eine Ersetzung durch ein weiter
vorne vorkommendes Element in der Standardanordnung, also eine Duplikation. Da so jedes Element
einmal ausgewihlt und dann noch durch die J; maximal k£ — 1 mal dupliziert werden kann, besteht die
Mboglichkeit, dass jedes Element von M,, dann k& mal in der Endstandardanordnung vorkommen kann.
Auf diese Art konnen alle Kombinationen mit Wiederholung gewonnen werden.

Beispiel:

Gegeben sei M7 = {1,2,3,...,7}. Daraus sollen 5 Elemente mit Wiederholung ausgewihlt werden. Es
ist dann M3™! = M2 ={1,2,3,...,7,J1, Jo, J3, Ju}.

Wihlt man z.B. (1,5,7, J1, J4) (in Standardanordnung), so wird wie folgt ersetzt: Zuerst J; — 1 (der In-
dex 1 ist kleiner als der Index 4). Das ergibt (1,5, 7, 1, Jy) in Nicht-Standardanordnung und (1,1, 5,7, J4)
in neuer Standardanordnung. Dann wird ersetzt Jy — 7, was zur Standardanordnung (1, 1,5, 7, 7) fithrt.

Ahnlich fithrt die Auswahl (4, J1, Jo, J3, J4) nach allen Ersetzungen zur Standardanordnung (4,4, 4, 4, 4).

Bei der Auswahl von 6 Elementen aus Mg fiihrt die primére Auswahl (2,3,7,8, J5, J4) auf die Endstan-
dardanordnung (2,3,3,7,7,8).

Diese Beispiele machen klar, dass eine primére Auswahl eindeutig einer Endstandardanordnung
entspricht. Die Anzahl der auswéhlbaren priméren Anordnungen ist gleich der Anzahl der Endstan-
dardanordnungen, in welchen alle Elemente bis zu k& mal wiederholt vorkommen kénnen. Um C(k,n)
zu finden, muss man also die Anzahl der primér auswéhlbaren Standardanordnungen bestimmen. Dort
werden k£ Elemente aus den n 4+ k — 1 Elementen 1,2.3,...,n,Jy,Js,..., Jy—1 ausgewihlt. Daher ist

C(k,n) = C(k,n+k —1). Somit hat man:
Satz 3.10

Kombinationen mit Wiederholung:

Ck,n) = Clkyn+k —1) = (”+:_1>

Beispiel:

Ein Abteilungsleiter hat 19 Ingenieure unter sich, von denen jeder als Projektleiter in Frage kommt.
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Es stehen 8 neue Projekte an, die wahrscheinlich nacheinander bearbeitet werden miissen. Wieviele
Moglichkeiten bieten sich dem Abteilungsleiter, Projektleiter zu bestimmen, wenn auch in Betracht
gezogen werden darf, dass im Extremfall derselbe Ingenieur allen 8 Projekten vorsteht?

Hier handelt es sich um eine Kombination mit Wiederholung. Aus 19 Ingenieuren werden 8 Projektleiter
ausgewahlt, wobei jeder mehrmals vorkommen darf. Es ist dann:

. 19481 26 26! 26! 6
19) = — — — — 1562275 ~ 1.56228 10°.
¢(819) ( 8 > <8> R (26-8) &8

Neuere Darstellung siehe:
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/TEIL6dCrashKursWahrschKomb.pdf

3.4 Ubungen

Ubungen finden sich in DIYMU, Wirz, Bibl. A18 sowie in der klassischen Schulbuchliteratur fiir die
Gymnasialstufe — oder speziell auch in der Literatur zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik.


http://rowicus.ch/Wir/Scripts/TEIL6dCrashKursWahrschKomb.pdf

Kapitel 4

Wahrscheinlichkeitsrechnung

4.1 Einleitung

4.1.1 Problemstellung

Gesucht ist ein Instrument, das Aussagen iiber betrachtete Massenereignisse erlaubt.

Beispiele von Massenereignissen:

1.

2.

3.

4.

5.

Grosse Zahl von Individuen

Grosse Zahl von zeitlich gestaffelten Einzelerscheinungen
Grosse Zahl von rdumlich gestaffelten Einzelerscheinungen
Grosse Zahl von Mdoglichkeiten

u.S.W.

Zudem suchen wir Begriffe, die bei der Vermessung solcher Ereignismengen niitzlich sind.

4.1.2 Anwendung

Wissenschaften, in denen solche Massenereignisse Gegenstand der Betrachtung sind, sind z.B. die
folgenden:

5.

. Statistik

Prognosenlehre

Technik der Optimierung von Verteilungen (z.B. Datenverteilung auf Datentrigern)

. Modellierung in Okonomie, Finanzmathematik, Versicherungslehre, Technik, Medizin u.s.w.. (z.B.

Sterblichkeitsvorhersagen, Borsenverhalten, Therapiechancen u.s.w.)

u.S.W.

Das mathematische Mittel, auf denen die genannten Theorien fussen, ist die Wahrscheinlichkeits-
rechnung.

Beispiel Statistik: :

43
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Zur blossen Beschreibung von Massenerscheinungen dient die deskriptive oder beschreibende
Statistik.

Will man hingegen Massenserscheinungen auch noch beurteilen, vergleichen oder ihr Verhalten model-
lieren, so beniitzt man die mathematische Statistik (beurteilende oder affirmative Statistik, Teststatis-
tik, explorative Statistik, Tests von Modellen wie z.B. Regressionen u.s.w.). Grundlage der mathematis-
chen Statistik ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung,.

Wichtige Idee: Gesucht sind mathematische Methoden, die bei einem vertretbaren Arbeitsaufwand
einen verlésslichen Schluss vom Verhalten weniger Individuen (Stichprobe) auf die Grundgesamtheit (sehr
viele Individuen) zulassen.

Statistik gehort auch zur Allgemeinbildung des Ingenieurs. Sie ist vor allem wichtig in der
Qualitétskontrolle und im Bereich des Vertrauens in technische Komponenten (Grundlage des Ver-
trauens).

4.1.3 Personen

Personen in der Entstehungsgeschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

— Plaise Pascal (1623 — 1662)
— Pierre Fermat (1601 — 1665)
— Christian Huygens (1629 — 1695)
— Jakob Bernoulli (1654 — 1705) Def. der Wahrsheinlichkeit
— Abraham Moivre (1667 — 1754) Def. der Wahrsheinlichkeit
— Pierre Simon Laplace (1749 — 1827) Def. der Wahrsheinlichkeit
— Carl Friederich Gauss (1777 — 1855)
— Simon-Denis Poisson (1781 — 1840)
— Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (1821 — 1894)
— Andrei Andrejewitsch Markow (1856 — 1922)
— Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow (1903 — 1987) Def. der Wahrsheinlichkeit
— Alexander Jakowlewitsch Chintchin (1894 — 1959)

4.2 Zufallsexperiment, Ereignis

Begriff: Zufallsvorgang:
Zwei Interpretationen sind moglich:

1. Relativer Zufall: Vorgang, der einen Grund hat, dessen Grund jedoch unbekannt ist.

2. Absoluter Zufall: Vorgang, der aus sich selbst heraus existiert und der prinzipiell keinen weiteren
Grund hat, also von nichts abhingig ist’.

Das Problem der Existenz des absoluten Zufalls gehort in die Philosophie. Denn aus der Unkenntnis
einer Sache ldsst sich nicht ihre Nichtexistenz folgern.

Definition: Zufallsexperiment oder Zufallsbeobachtung;:
Beliebig oft wiederholbarer, nach festen Vorschriften ausgefiihrter Vor-
gang mit nicht vorherbestimmbarem Ergebnis (Ergebnismenge) und
mehreren moglichen, sich gegenseitig ausschliessenden Resultaten.
(,,Abhingig vom Zufall*.)

Bsp.:
Wiirfeln, werfen einer Miinze, Kartenziehen, Grosse von Menschen messen, Milchmenge einer Kuh
messen, farbige Kugeln aus einer Urne ziehen u.s.w..

IFiir viele Theologen ist dies die Eigenschaft Gottes.
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Sprechweise:
Das Ereignis ,,hdngt vom Zufall ab“ := Das Ergebnis ist nicht im voraus bestimmbar.

Bsp.: ,Wiirfeln der Zahl 6.

Die Verteilungsfunktion liefert hier in der Regel keine Handhabe oder kein Merkmal, nach dem man ein
Ereignis, z.B. wiirfeln einer 6, als ,vor anderen solchen ausgezeichnet“ bewerten kénnte (z.B. wiirfeln
einer 5). Mangels besseren Wissens, aus pragmatischen Griinden also, miisste man daher von ,gleichen
Chancen fiir solche Ereignisse” sprechen.

Definition: Elementarergebnis:
Mogliches, nicht weiter zerlegbares Ergebnis (w;) eines Zufallsexperi-
ments.

Bsp.:  Wiirfeln mit einem Wiirfel ~ 6 Moglichkeiten: R(1), R(2),..., R(6). Oder Wiirfeln mit drei
Wiirfeln. Zerlegung: Wiirfeln mit einem Wiirfel ~» neues, atomares Experiment.

Wichtige Eigenschaft:
Ein Elementarergebnis gehorcht der zweiwertigen Logik: Es kann eintreffen oder nicht.

Definition: Elementarergebnismenge: Menge aller Elementarergebnisse 2 =

{w,-|i:...}.

Bemerkung: Statt Ergebnismenge sagen wir auch Universalmenge des Experi-
ments oder Fundamentalmenge.

Definition: Ereignis:
Teilmenge der Ergebnismenge eines Zufallsexperiments.

Definition: Elementarereignis zum Ergebnis w;: {w;}

Ereignisse sind demnach Mengen von Elementarereignissen.

Definition: Ereignisraum:
Menge aller Ereignisse eines Zufallsexperiments. (= P(Q2), Q =
Grundmenge, Ergebnismenge, P = Potenzmenge.)

Schreibweise:
Fiir Ereignisse verwenden wir Grossbuchstaben (A, B, C, ..., X, Y, ...) wie fiir Mengen.

1. Beispiel: A = {wiirfeln einer 6} = {wg}.
Kurz: A={R(6)}, Q={R(1),R(2),R(3),R(4),R(5),R(6)} = {w1,...,wes}

2. Beispiel:  Gegeben sei ein Stab der Linge 1, der zufillig in 3 Stiicke gebrochen wird (Stellen x und
y, 0 <z <y < 1). Resultat: 3 Stabstiicke mit den Léngen z, y —x, 1 —y. ~ Ein Resultat dieses
Experimentes kann somit als Punkt im Dreieck {(z,y) € ((0, 1) x (0, 1)) | < y} dargestellt werden.
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Bemerkung:

Im ersten Beispiel oben ist der Ereignisraum endlich, im zweiten Beispiel ist er unendlich.

Ein mogliches Ergebnis kann bei einem Zufallsexperiment eintreffen oder nicht. Nach dem Experiment
konnen wir die Menge der eingetroffenen Ergebnisse E (statistische Ergebnisse, statistische(s)
Ereignis(se)) von der Menge der nicht eingetroffenen 2\ F unterscheiden. ~» w ist eingetroffen < w € E,
w ist nicht eingetroffen < w ¢ E

4.2.1 Zufallsprozesse, Haufigkeit
Zufallsprozesse

7Z.B. das einmalige Wiirfeln mit einem Wiirfel ist ein atomares Zufallsexperiment, das nicht weiter
zerlegbar ist. Neben solchen atomaren Zufallsexperimenten trifft man in der Praxis aber auch
komplizierte Zufallsprozesse, die z.B. aus mehreren atomaren und nacheinander oder gleichzeitig
ablaufenden Zufallsexperimenten zusammengesetzt sind. Man denke z.B. an eine Urne mit farbigen
Kugeln, aus der nacheinander 3 mal je eine Kugel gezogen werden soll. In einer ersten Stufe ziehen wir
eine Kugel aus 6 vorhandenen, in einer 2. Stufe ziehen wir eine aus 5 vorhandenen und in einer 3. Stufe
eine aus 4 vorhandenen. Ein Elementarereignis des Zufallsexperiments besteht hier aus 3 sich folgenden
atomaren Ergebnissen.

Sprechweise:
Bei zusammengesetzten Zufallsexperimenten nennen wir die Nummer von sich folgenden atomaren
Zufallsexperimenten die Stufe und das zusammengesetzte Experiment daher mehrstufig.

Definition: Ein mehrstufiges Zufallsexperiment nennen wir Zufallsprozess.

Bsp.:

Ziehen wir zuerst eine schwarze, dann eine weisse und dann wieder eine schwarze Kugel, so schreiben
wir als Resultat R(s1,ws, s3). Dieses Zufallsexperiment ist dreistufig. Der Index bedeutet die Stufe.
Die Information des Niveaus ist notwendig, da die in der Urne vorhandenen Kugeln (Voraussetzung des
Experiments) mit der Stufe &ndern. Ein Elementarereignis eines n—stufigen Experiments besteht demnach
aus einem geordneten n—Tupel von atomaren Elementarereignissen.

Haufigkeit

Sei das statistische Ereignis E das Resultat eines Versuches (Versuchsreihe vom Umfang n, n Teilver-
suche, Prozess zum Niveau n). Das gewiinschte Ereignis A treffe bei |E| = n Teilversuchen %k mal ein.
(~ n mogliche und k giinstige Félle.)

Beispiel: 12 mal wiirfeln: £ = Menge der realisierten und nummerierten Teilresultate. 3 mal kommt die
1. A = Teilmenge der realisierten und nummerierten 1. ~ |E| =n =12, k= |A| =3.

Definition: Absolute Hiufigkeit von A:
H(A) =k
Relative Haufigkeit von A:

| 7
ES

Bsp.:
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A = ziehen eines Konigs aus einem gemischten Kartenspiel mit 36 Karten bei n = 100 Versuchen (100
mal ziehen). Sei k =9 ~ H(A) =9, h(A) = 0.09. Ein Ereignis bei diesem 100-stufigen Zufallsprozess
ist demnach ein geordnetes 100-Tupel mit 100 atomaren Ereignissen, welche jeweils das Resultat einer
einfachen Ziehung sind.

Folgerung: Absolute Haufigkeiten sind Machtigkeiten von eingetroffenen
Ereignissen

Bsp.:

Versuch: 12 mal wiirfeln. Resultat: £ = {21,49,53, 14, 25, 66, 37, 1s, 19, 510, .11, 312}. Teilmenge der

Elemente 1 ist eingetroffen®: A :={z; € F | x; = 1;} = {14, 15, 19}. (:11 = - = ,,missing value®.)

~ H(A) =3, h(A) =5

1-

Sprechweise:

Die betrachtete Teilmenge A von E, der unser besonderes Interesse gilt, nennen wir hier auch Zielmenge.

Dabher gilt:

Satz: Vor.:

Sei E ein eingetroffenes Ereignis eines Zufallsprozesses, A Zielmenge.
Beh.:

1. H(A)=|A|  (Absolute Hiufigkeit = Machtigkeit)

2. h(A) = % = % (Relative Haufigkeit)
3. h(E) =1

Unmittelbar erkennt man folgenden Sachverhalt:

Satz: Va: 0<h(A)<1

4.3 FEreignisalgebra

4.3.1 Ereignisalgebra und Mengenalgebra

Da Ereignisse Mengen sind, ist Ereignisalgebra nichts anderes als Mengenalgebra.

Seien A und B Ereignisse (~ Mengen), die bei einem geplanten Experiment eintreffen kénnen.
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Definition: Summenereignis:
A+ B oder AU B := Gesamtereignis, das genau dann eintrifft, wenn
A oder B oder beide gemeinsam eintreffen. (~ Vereinigung von A
und B.)

Definition: Produktereignis:
A - B oder AN B := Gesamtereignis, das genau dann eintrifft, wenn
A und B gemeinsam eintreffen. (~» Durchschnitt von 4 und B.)

Sei dazu Q die Menge aller Elementarergebnisse (Universalmenge, Summenereignis aller atomaren
Ereignisse, trifft stets ein) und {} die leere Menge (trifft nie ein).

Definition: Ein stets eintreffendes Ereignis (£2) heisst sicheres Ereignis. Ein
Ereignis, das nie eintreffen kann ({}) heisst unmégliches Ereignis.

Definition: Folgeereingis:
A heisst Folgeereignis von B, wenn das Eintreffen von B immer
das von A zur Folge hat (B D A).

Definition: Komplementéres Ereingis:
A = A° heisst Komplementéres Ereingis von A, wenn gilt:
AUA=Q N AnNA={}.

Definition: Aquivalente Ereingisse:
A und B heissen dquivalent, wenn das Eintreffen von A immer das
von B zur Folge hat und umgekehrt. ~» (B2 A) A (B C A).

Definition: Ausschliessende Ereingisse:
A und B heissen ausschliessend, falls A und B nie gleichzeitig
eintreffen kénnen. (AN B ={}.)

1. Beispiel:
Zufallsexperiment ,ein Kind kommt zur Welt“: ~» Zwei Moglichkeiten: Ereignis A = { Es wird ein
Junge}. Ereignis B = { Es wird ein M#dchen}.

~ AU B = sicheres Ereignis, A N B = unmogliches Ereignis. A, B sind ausschliessend.

2. Beispiel:
A = {wiirfeln einer geraden Zahl} (kurz R(2 V 4 V 6)), B = {wiirfeln einer durch 3 teilbaren Zahl}
(kurz R(6 V 3)), C' = {wiirfeln der Zahl 1} (kurz R(1)).

AUB=R(2 V 3V 4V 6)
AN B = R(6)
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Bemerkung: Eine Algebra ist eine Menge zusammen mit Operationen auf den Ele-
menten. Die Potenzmenge von () bildet daher eine Algebra mit Ope-
rationen auf ihren Teilmengen, welche Mengen von Ereignissen sind.
Die Operationen sind U, N, >+, C. Wir sprechen also hier von einer
Ereignisalgebra.

4.3.2 Boolsche Algebren

Boolsche Algebren sind in Wirz, Bibl. Al4 (Mathematikkurs fiir Ingenieure, Teil 4, Einfiihrung in
die Boolsche Algebra) besprochen. Wir resumieren hier nur die in diesem Kurs wichtige Anwendung
beziiglich der Mengenalgebra.

Sei A C P(Q), {} €A (P(Q) = Potenzmenge)
Fiir unsere Bediirfnisse definieren wir:

Definition: A heisst boolsche Algebra (boolsche Mengenalgebra), wenn gilt:
1.Ae A = Ac A
2. (AeA) N (BeA) = (AuB)e A

Es gilt (De Morgan!): o
(AcA) AN(BEA) = (AcA) AN (BeA = (AUB)e A = (AUB)=(AnB)=ANBc A

Konsequenz: (A€ A) AN (BeA) = ANBeA

Folgerungen:
1. (AieA), i=1,....,n) = (U, Ai)eA
2. (AieA), i=1,...,n) = (N, 4i)ecA

Problem: Wenn Q endlich ist, ist P(2) ebenfalls endlich und daher problemlos zu bilden. P(f2) ist eine
Menge von Teilmengen von (2, also eine Menge von Ereignissen. Wie bildet man aber P(Q2), wenn 2
unendlich ist? Und gilt dann (|J;=, A;) € A immer noch?

Wie oft in der Mathematik umgehen wir das Problem mit einer Definition:

Definition: Eine boolsche Mengenalgebra heisst c—Algebra, wenn gilt:
(Aie A, i=1,...,00) = (Ujej 4i) €A

Wegen De Morgan gilt dann wieder:

Folgerung: (Aie A, i=1,...,0) = (N2, Ai) €A
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Bemerkung: Wenn  unendlich ist, ist A im allgemeinen eine Teilmenge von P((2).
Denn die Ereignisse in A sind normalerweise endliche Mengen, P(2)
besitzt hingegen in diesem Fall auch unendliche Teilmengen.

Konsequenz:
Zu einem Zufallsexperiment gehért von nun an immer ein Paar (Q,.A4). (Menge der Ergebnisse Q und
Ereignisalgebra A.)

4.3.3 Zur Michtigkeit und Héaufigkeit

Seien nun A und B als Zielmengen Teilmengen dersselben Ergebnismenge E. Aus der Mengenalgebra
konnen wir folgern:

Satz:
1. HAUB) = H(A) + H(B) — H(AN B)
2. (AUB) =h(A)+h(B) — h(ANB)
3. ANB={} = H(AUB) = H(A)+H(B) (ausschliessende Ereignisse)
4. ANB={} = h(AUB) = h(A) + h(B) (ausschliessende Ereignisse)
5. AUB = AN B (De Morgan)
6. AN B = AUB (De Morgan)
7. h(A) =1 — h(A) (De Morgan)
Bsp.:

Versuch: 16 mal wiirfeln mit 2 Wiirfeln. ~» Ergebnis:

E = {(2, 3)1, (2, 5)2, (1, 3)3, (4, 6)4, (1, 6)5, (1, 6)6, (2, 2)7, (4, 6)8, (4, 6)9, (5, 6)10, (1, 1)11, (2, 6)12,
(2,5)13, (1,1)14, (1,5)15, (3,4)16}

A: Mindestens eine Zahl ist durch 3 teilbar.
B: Beide Zahlen sind gerade.

~ H(E)=16, H(A)=10, H(B) =5, H(ANB)=4, H(AUB) =11, H(A) =6,

4.3.4 Ereignisbdume

Um die Ubersicht iiber n-stufige Zufallsprozesse zu gewinnen, ist die Darstellung der Ereignisse durch
Ereignisbdume giinstig.

Bsp.:

Gegeben sei eine Urne, die eine blaue (b), zwei rote () und drei violette (v) Kugeln enthilt. Es sollen
in einem dreistufigen Zufallsprozess nacheinander drei Kugeln gezogen werden. Die Ereignisse sollen in
einem Ereignisbaum dargestellt werden. Wieviele Moglichkeiten gibt es?
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Bsp.:

b — r — r ist eines der Ergebnisse.

Es gibt 19 verschiedene Ergebnisse (Variatio-
nen: Auswahl mit elemtabhéngiger Wiederho-
lung und Anordnung).

Stufen

Wichtig:
Da die Wiederholung der ausgewéhlten Elemente elementabhéngig ist, kann keine der 6 klassischen
Formeln der Kombinatorik direkt angewandt werden, um die Anzahl der Moglichkeiten zu berechnen.

4.4 Klassische Wahrscheinlichkeit nach Laplace

4.4.1 Laplace—Experiment, Gleichwahrscheinlichkeit

Im Folgenden studieren wir Laplace—Experimente. Das sind Experimente mit einer endlichen
Ergebnismenge, bei denen man beobachtet, dass bei geniigend grosser Anzahl Wiederholungen die
Elementarereignisse alle ungefahr gleich grosse Haufigkeit aufweisen.

Z.B. beim Werfen einer Miinze hat man beobachtet (Kreyszig, Bibl. A9, Statistische Methoden und ihre
Anwendungen, p. 58):

Experimentator | Anzahl Wiirfe | Eintreffen von Kopf | h(R(Kopf))
Buffon 4040 2048 0.5069
Pearson 12000 6019 0.5016
Pearson 24000 12012 0.5005

Hier kann man demnach von einem Laplace-Experiment ausgehen. Man spricht auch von statistischer
Regelmissigkeit oder von der Stabilitéit der relativen Hiufigkeit. Ahnliche Erfahrungen macht
man auch mit einem idealen Wiirfel.

Den Begriff des Laplace—Experiments koénnen wir exakter fassen durch den Begriff der Gleich-
wahrscheinlichkeit:

Definition: Ist bei einem Zufallsexperiment kein Ereignis vor einem andern aus-
gezeichnet, so heissen alle Ereignisse gleichwahrscheinlich oder
gleichméglich.

Folgerung: Bei Laplace—Experimenten sind somit die Elementarereignisse gleich-

wahrscheinlich.
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Bsp.: Laplace-Experimente: Kartenziehen, wiirfeln mit idealen Wiirfeln, ziehen von Kugeln aus einer
Urne u.s.w..

4.4.2 Wahrscheinlichkeit als Mass fiir Gewinnchancen

Bsp.: Bei einem idealen Wiirfel sind alle 6 Ereignisse gleichwahrscheinlich (Laplace-Experiment).

Gedankengang von Laplace:
Problem: In einem Wiirfelspiel mit einem Wiirfel gewinnt ein Spieler, wenn er eine 3 oder eine 6 wiirfelt.
Sonst verliert er. Was sind seine Gewinnchancen?

Beim genannten Spiel gibt es m = 6 mogliche Ereignisse (mégliche Fille, Ereignismenge
QO = {1,2,3,4,5,6}, kurz geschrieben). Fiir den Gewinn giinstig sind jedoch nur g = 2 Ereignisse
(giinstige Fille, Ereignismenge A = {3,6}). m — g = 4 Fille sind demnach ungiinstig fiir den Gewinn
(Zahlen 1,2,4,5).

~ g=H(A)=m(A), m=H(Q)=m(Q)
Da alle Ereignisse gleichwahrscheinlich sind, kann als Mass P fiir die Gewinnaussicht die relative
Héufigkeit genommen werden:

Dieses Mass fiir die Gewinnchance bei gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen definiert man nun
klassisch als Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen von A

Definition: Wahrscheinlichkeit (nach Laplace) P(A) des Ereignisses A bei
einem Experiment mit gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen:

Bsp.: Zufallsprozess: Wiirfeln mit 3 Wiirfeln in 2 Versuchen (2-stufig). Gewonnen hat, wer mindestens
einmal 2 6-er wiirfelt (Ereignis A). ~ P(A) =7

Loésung:
Wir gliedern das Problem erst in Teilprobleme auf, deren Resultate wir dann anschliessend zusam-
menfiigen.

1. Das Ereignis A; sei definiert durch den Erfolg im 1. Versuch (Stufe 1), wobei das Resultat im
2. Versuch (Stufe 2) beliebig sein kann. Statt Wiirfel betrachten wir die Plitze P, auf die die
Resultate notiert werden. Es gibt 3 Moglichkeiten, je mit zwei Wiirfeln eine 6 zu wiirfeln und mit
dem jeweils 3. Wiirfel keine 6 zu wiirfeln (Ei 1, E21, E3.1). Dazu gibt es noch eine Moglichkeit,
mit allen 3 Wiirfeln eine 6 zu wiirfeln (Ey 1).

95,k = Anzahl giinstige Moglichkeiten beim Ereignis £;; am Platz Nummer k.
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Stufe 1 Stufe 2
Ereign. P=1 P=2 P=3 P=1 P=5 P=6
Eiq gi1=1 gi2=1 =6:913=5|914=6 g15=6 g16=06
Esq g1 =1 =6 :g22=25 g23=1 g24=6 go5=06 ga2s=26
Es —6:g931=25 g32=1 g33=1 g34=06 g35=6 g36=20
E4q gaq =1 gapo =1 gaz =1 g34=06 @g35=6 g36=20

Ay liegt vor, wenn F; oder Es oder E3 oder E, vorliegen.
Ay =FEUFEUE3UE; = m(A)=9g=56-6-6+5-6-66+5-6-6-6+1-6-6-6=(3-5+1)-6.
Da auf jedem Platz 6 Zahlen moglich sind, gilt: m=6-6-6-6-6-6=6°.

m(A;)  (3-5+1)-63 16 8

= P(A1) = h(A) = == = = - e

2. Das Ereignis Ay sei definiert durch den Erfolg im 2. Versuch, wobei das Resultat im 1. Versuch
beliebig sein kann. Aus Symmetriegriinden erhalten wir dasselbe Resultat wie im 1. Versuch.

8
362

3. Sei Az = A; N Ay. Az bedeutet, dass der Erfolg sich im 1. und im 2. Versuch (Stufe) einstellen.
Fiir den Erfolg auf den Pldtzen 1,2,3 (1. Stufe) gibt es 3-5+1 = 16 Moglichkeiten. Zu jeder dieser
16 Moglichkeiten gibt es wieder 16 Méglichkeiten fiir den Erfolg auf den Plitzen 4,5,6 (2. Stufe).
Somit gibt es fiir den Erfolg auf beiden Stufen (Aj) 16 - 16 Moglichkeiten.

A 16 - 16 8-8
:P(Ag):P(AlﬂAg):h(AlﬂAg):m( 3): =

E 66 32.64
4. P(A) = P(A1 UAQ) = h(Al U Ag) = h(Al) + h(AQ) — h(Al N AQ) "
8 8 8.8 2.8 8.8
_ _ _ — " ~0.145062
362 362 3261 3.6 3260 324

Achtung:

Der Begriff der Gleichwahrscheinlichkeit versagt jedoch in der Praxis meistens: Wiirfel sind nicht ex-
akt symmetrisch und homogen, die Psychologie des Werfers spielt hinein, und bei vielen statistischen
Vorgéngen liegen iiberhaupt keine Laplace-Experimente vor. Man denke z.B. nur an das Wetter! Da-
her ist ein erweiterter Wahrscheinlichkeitsbegriff notwendig. Wir fithren daher die Wahrscheinlichkeit
axiomatisch ein nach Kolmogoroff.

4.5 Axiomatischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

4.5.1 Begriff, Axiome, Folgerungen

Ausgangspunkt ist die Erfahrung: Ergebnisse von Zufallsexperimenten unterliegen auf die Dauer
gewissen Gesetzméssigkeiten. Nach Descartes ist es verniinftig, das einfachste und plausibelste Modell
des beobachteten Vorgangs (Naturvorgangs) als Gesetzmissigkeit zu akzeptieren, sofern nicht weitere
Beobachtungen ein verdndertes Modell erzwingen. Ein Modell in diesem Sinne ist jedoch keine kausale
Naturerkldrung sondern nur eine Naturbeschreibung.

Im Folgenden wollen wir uns auf Experimente oder Vorgénge einschrinken, bei denen sich die relativen
Hiufigkeiten mit der grosser werdenden Anzahl Versuchen statistisch immer stabiler verhalten. Dabei
muss jedoch keine Gleichwahrscheinlichkeit der Elementarereignisse vorausgesetzt werden. Zufallige
Unregelmaissigkeiten sind nur fiir die Elementarereignisse, nicht aber fiir die von der Versuchsnummer
abhéingige relative Hiaufigkeit erlaubt, wenn die Versuchsnummer gross ist.
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Grundannahme:

Auf der Grundlage der empirischen Beobachtungen lisst sich folgende Annahme vertreten: Sei n die

Anzahl Versuche in einem Experiment unter gleichbleibenden Bedingungen. Dann ist lim h,(A) = hso
n—oo

eine mit praktischer Gewissheit angebbare reelle Zahl € [0, 1].

Achtung! Da es in der Realitét der Zeit unendlich viele Versuche nie geben kann, ist diese Annahme
praktisch nicht iiberpriifbar. Sie ist rein theoretischer Natur. An die Stelle der praktischen Gewissheit
tritt hier der praktische Erfolg mit der Annahme. Darauf beruhende Statistik ist demmnach in der
Grundlage keine deduktive, sondern eine induktive (experimentelle ) Wissenschaft.

Bemerkung:

Um heo zu gewinnen, ist man auf Daten, d.h. auf Erfahrung angewiesen.

Die nun verwendete Wahrscheinlichkeit beruht auf einer hypothetischen Interpretation, die wir in einer
Definition fassen. Sie ist wieder als Mass fiir ein Ereignis aufzufassen.

Definition: Wahrscheinlichkeit oder Wahrscheinlichkeitsmass (statistis-
che Definition):
P:A—[0,1]CR

Ar— P(A) = he = lim —==

Konsequenz: P ist eine Funktion auf A.

Bemerkung:

Da es keine Methode geben kann um in der praktischen Realitit ho, zu gewinnen, setzen wir
P(A) := hoo = hy, n>> 1 (n sehr gross).

~ Problem: Stabilitat von h,, mit n.

Da Q in der Praxis oft nicht bekannt ist, schreiben wir nun S statt 2.

Axiome:
1. P(A) € [0, 1] eindeutig bestimmt
2. (a) A=S = P(A) =1 (sicheres Ereignis)
(b) Aund B dquivalente Ereignisse = P(A) = P(B)

(¢) A und B ausschliessende Ereignisse:
AnNnB={} = P(AUB)=P(A)+ P(B)

Definition: A = S\ A heisst komplementiires Ereignis von A.
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Bemerkung:

1. = P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) wegen AUB =
(A\B)u(B\A4)u (A ﬂ B) (ausschliessend!)
~ P(AUB) < P(A) + P(B)

2.Sei ACB = B=AU(B\A)
= P(B)=P(A)+P(B\ A)

Nachstehende Folgerungen sind nun unmittelbar einsichtig:

Folgerungen:
1. P(A)=1- P(A)
2. Ay, As, ..., A, ausschliessend
= P(UL 4) = 3 P(4)

3. Aunmoglich (A=S={}) = P(A)=0
1. A, B beliebig = P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
)+ P(B)

5. A, B beliebig = P(AUB) < P(A B

6. ACB = P(A) < P(B)
7. P(S) =1

Achtung:

1. 0=P(A) = hoo(A) = h,(4), n>1
~» A trifft praktisch nie ein, was aber nicht bedeutet, dass A unmdéglich ist!

N

2. 1=P(A) = hoo(A) = hp(A4), n>1
~» A trifft praktisch immer ein, was aber nicht bedeutet, dass A absolut sicher ist!

laved

4.5.2 Der Begriff Wahrscheinlichkeitsraum
Wir betrachten eine diskrete Ereignismenge Q = {wi,ws,ws,...} eines Zufallsexperiments. Fiir die

Elementarereignisse w; sei P(w;) = p; > 0. Fiir ¢ # k muss w; Nwy = {} gelten , sonst wiren die
[ee]

Elementarereignisse zerlegbar (w; = (w; Nwi) U (w; \ w)). Daher folgt aus den Axiomen: > p; = 1.

21
Da sich jedes Ereignis aus Elementarereignissen zusammensetzt (4 = U w; ), gilt fiir die Wahrschein-
lichkeit von A: P(A) sz Damit ist jedem Ereignis A, = | %, eindeutig eine Wahrscheinlichkeit
i1

P(Ag) = Z pr zugeordnet. Diese Zuordnung Ay —— P(Ay) ist eine Funktion. Diese Funktion macht den
k1
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Ereignisraum zu einem ,, Wahrscheinlichkeitsraum®.

Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist gegeben durch einen Ereignis-
raum §2, eine Ereignisalgebra und ein Wahrscheinlichkeitsmass.

Man sieht sofort, dass im Falle eines endlichen Ereignisraumes Q = {wi,ws,...,w,} mit
P(w1) = P(ws) = ... = P(wy) die Laplace-Wahrscheinlichkeit herauskommt.
Sprechweise:

Im Falle der Laplace-~Wahrscheinlichkeit reden wir von einem Laplace—Wahrscheinlichkeitsraum.

4.5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Der Begriff

Bsp.:

Seien A und B die folgenden Ereignisse:

A = {R(Kunde ist weiblich )}

B = {R(Kunde kauft unser Produkt )}

~» BJA = {R(Weiblicher Kunde kauft unser Produkt )}

Sprechweise:
B|A =~ Ereignis B unter der Voraussetzung von Ereignis A, B abhiingig von A.

Bemerkung: B|A ~ Kunde ist weiblich und Kunde kauft ~» Schnittmenge!

Problem: Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, dass der Kunde unser Produkt kauft, unter
der Voraussetzung, dass der Kunde weiblich ist.

Definition: P(B|A) := Wabhrscheinlichkeit fiir das Eintreffen von B unter der
Voraussetzung, dass A eingetroffen ist ~ bedingte Wahrschein-
lichkeit.

Zur Berechnung von P(B|A) betrachten wir zuerst den Fall einer endlichen Ereignismenge Q, A # {}:

. H(A) a H(B) b H(ANB) s

S PA)=—+~=—, PB):=—-+*=—, PANB) i= ———+> = —

clen P(4) HQ) n’ (B) HQ) n ( ) H(Q) n
Die Ergebnisse von AN B treten in s Féllen ein. Dies geschieht unter der Bedingung, dass die Ergebnisse
von A eingetroffen sind, was in a Féllen geschieht. A ist somit die Menge der sicheren Ereignisse

beziiglich dieses Problems, d.h. Universalmenge fiir das Ereignis A N B. Daher gilt:

P(B|A) = % S

_ P(ANB)
- P4

SRR

P(BNA P(ANB
Wegen AN B = BN A ist obiges Gesetz symmetrisch: P(A|B) = (P(B) ) = (P(B) )
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Satz:
1. P(BJA) = % P(A|B) = %
2. H(A) = H(B) = P(A|B) = P(B|A)
Konsequenz: P(ANB)=P(BJ|A)- P(A) = P(A|B)- P(B)
(Multiplikationssatz)

Z.B. fiir A ={} ist der Sachverhalt auch richtig.
(= AnB={} = P(ANnB)=0, P(A)=0, P(B|A)=0)

P(ANB) = P(B|A) - P(A) lasst sich iterieren:

Korollar:

P(ANAsN...NA,) = P(A)) - P(As|Ay) - P(As|A1 N As) - ... P(An|A1 N As 1. N Aply)

1. Beispiel:
Seien || =100, |[AU B| =280, |A| =50, |B|=45
Es gilt: |AUB| =|A|+ |B|—|AnN B]

P(ANB 15/100 15
= |ANDB|=50+45—80 =15, P(BJA) = ( ) 15/100

- = 2-03
P(A) 50/100 50

2. Beispiel:
Gegeben: Schachtel mit 3 griinen und 7 roten Kugeln (~ total 10). Wahrscheinlichkeit, dass bei 2 Ziigen
ohne zuriicklegen nur rote Kugeln kommen?

Sei r1 = ,rot im 1. Zug", ro = ,rot im 2. Zug*.

o P} = =, PUr}{r)) = 2 = P{r}n{m}) = PUr}{r) PAm)) = o L = 2 ~ 047
10 9 9 10 90

3. Beispiel:
Lotto: Wahrscheinlichkeit fiir 6 richtige aus 49?7

1. Methode: Kombinationen

—6)l- 6! ! 1
p__L _{49-6r-6 6 _ ~ 7151121078
(49) 19! 19-48-47-46-45-44 13933316
6

2. Methode: Abhiéngige Ereignisse

6
Ay ~ 1. Zahl ziehen: P(A;) = 9

5
Ag ~» 2. Zahl ziehen unter der Voraussetzung, dass die 1. Zahl gezogen ist: P(Az|A;) = 5
As ~» 3. Zahl ziehen unter der Voraussetzung, dass die 1. und die 2. Zahl gezogen sind:

4
P(A3| 41N A2) = £
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~ P(A1NAyN...NAg) = P(A)- P(A3|Ay) - P(A3]A1 N Ap) ... P(A,|A1 N Ay N ...N As)
4 1
6.5 ~ 7.151121078

T 49 48 47 44 13983816

Unabhéingige Ereignisse

Falls die Ergebnisse oder Elemente in der Menge B|A dieselben sind wie diejenigen in der Menge B und
somit B|A = B gilt, hat A keinen Einfluss darauf, welche Elemente von B|A bei der Auswahl aus B
weggelassen werden miissen. A verdndert also B nicht. Daher nennen wir B und A unabhéngig. Dann
wird P(B|A) = P(B) und daher

P(ANnB)=P(B|A)- P(A)=P(A|B)- P(B) = P(B)-P(A) = P(A|B)= P(A).

Man kontrolliert sofort nach, dass das Ergebnis auch richtig ist fir A = {} oder B = {}.

Definition: B heisst von A unabhéingig oder stochastisch unabhingig,
wenn gilt: B|A = B.

Satz: Vor.:

Sei B von A unabhéngig.
Beh.:

1. P(B|A) = P(B)
2. P(ANB) = P(A) - P(B)

3. A von B unabhéangig.

1. Beispiel:
Gegeben: Kartenspiel mit 36 Karten. Ziehe 2 mal eine Karte und lege sie zuriick. Wahrscheinlichkeit,
dass 2 Asse kommen?

Loésung:

a1: As beim 1. Zug.

as: As beim 2. Zug.

Die beiden Ereignisse A; = {a;} und A2 = {az2} sind unabhingig.~ P(A4;) = P(A2) ~ P(A;) = P(As)

4 4

Benutzung des Ereignisbaums

2. Beispiel:
Urne mit 6 Kugeln: 2 rote (r), 4 blaue (b). Ziehe 2 mal eine Kugel ohne zuriicklegen.

1. A: Wahrscheinlichkeit, 2 gleichfarbige Kugeln zu ziehen?
2. B: Wahrscheinlichkeit, 2 verschiedenfarbige Kugeln zu ziehen?

Losung: Benutze einen Ereignisbaum:
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I~ Stufe 1
II ~ Stufe 2

Wurzel

Wichtig: Methode

Beachte: Den Pfeilen (Pfaden) entlang handelt es sich um abhingige Ereignisse, d.h. um Bedingte
Wabhrscheinlichkeit. An einem Verzweigungspunkt wird eine Bedingung gesetzt fiir die folgende Stufe.
Daher multiplizieren sich die Wahrscheinlichkeiten auf den Pfaden. Hingegen sind die Ereignisse zu
einem gegebenen Niveau ausschliessend. Die Wahrscheinlichkeiten addieren sich.

Loésung:

3. Beispiel:
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, beim k-ten Wurf mit einer idealen Miinze erstmals Zahl zu treffen?
Was ist die Summe iiber k aller solcher Werte fiir die Wahrscheinlichkeit?

4.5.4 Totale Wahrscheinlichkeit

Bsp.:
Bei einem Zufallsexperiment ziehen wir aus einer von drei gegebenen Urnen U; eine Kugel. U; enthélt
zwei rote und zwei blaue, Uy zwei rote und eine blaue, Uz eine rote und zwei blaue.

~ Fragen:
1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen?
2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene rote Kugel aus Us stammt?

Losung:
1. Niveau 1: P({U;}) = %Vi
2. Nivean 2 P({r}{U1}) = 3. PUr}{U:D) = 5. PUrH{TS) = 5

3. Niveau 1 — 2 P({r A U1}) = ;: % P{r A Up}) = %: 2 Pr A Us)) =

Wl
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4 Ary: P(r}) = P({r A U}) + P({r A U2}) + P({r A Us}) =3 P({Ui}) - P({r}[{Ui})

. + 2 + L_1_ 0.5
6 9 9 2 7
Selbstverstindlich muss man bei diesem Experiment den Wert 0.5 erwarten, da total genau die Hilfte
der Kugeln rot sind. Doch das Beispiel zeigt die Methode, die auch in andern Féllen funktioniert.

Setzen wir B an Stelle von {r} und A; an

i) Stelle von U;, so erhalten wir die folgende
Formel:
R
Konsequenz: Seien i # k

= ANAy={} A A=(ANB)U(A:NB)U...U(4.NB),  P(B) =3 P(A;)- P(B|A)

Definition: P(B) heisst hier die totale Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
des Ereignisses B.

Nun interessieren wir uns fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Pfad iiber Ay fithrt unter der Voraus-
setzung, dass B eingetreten ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Pfad iiber Aj fiihrt, ist dabei gleich
der Wahrscheinlichkeit, dass Ay, eintritt. Wir miissen demnach P(Ay|B) berechnen. Gegeben sind aber
P(A,L) und P(B|A,L)

Wir haben folgende Informationen zur Verfiigung:

1. P(B) =3_ P(A;) - P(B|A;) (eben gewonnen)

P(Ak N B)

2. P(AxIB) = =5

(Multiplikationssatz)

3. P(AyNB) = P(Ag) - P(B|Ag) (entlang einem Pfad)
Konsequenz: (Bayes’sche Formel)

P(Ay) - P(B|Ax)
2. P(4;) - P(B|A;)

o PN = LUCD P 55 2 4
X PUUD - PUrHU)

P(Ag|B) =

05 9-05 9
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4.6 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

4.6.1 Zufallsvariablen

Wir betrachten Zufallsexperimente. Wenn wir aus einer Urne farbige Kugeln ziehen, so miissen wir
der Farben erst eine Skala zuordnen, um sie auf der Achse eines Diagramms eintragen zu kénnen und
nachher mit Wahrscheinlichkeitsfunktionen als Zahlenfunktionen arbeiten zu kénnen. Wenn wir hingegen
mit einem Wiirfel wiirfeln, so sind die moglichen Resultate bereits durch Zahlen gegeben € {1,2,...,6}.

Reelle Variablen kénnen wir wie folgt als Funktionen interpretieren:

x:z— x(z) = 2.
Die Funktion z ordnet der Zahl z den Wert z = w(z) zu, was selbstverstéindlich immer zutrifft und daher
nie so erwahnt wird.

In analoger Weise wird nach der Absicht im Experiment durch eine Zufallsvariable einem Ergebnis
w € Q (oder einem Elementarereignis {w} € A) ein Wert X (w) € R zugeordnet.

1. Beispiel:

In einem Zufallsexperiment wird mit zwei Wiirfeln gewiirfelt. Die Ergebnismenge ist Q = {(m,n) | m,n €
{1,2,...,6}}. Die Zufallsvariable X sei nun wie folgt definiert: X((m,n)) = m +n € R. Es gilt dann:
X((m,n)) € {2,3,...,12}. Die Menge der Ereignisse mit X ((m,n)) < 4 ist dann {(1,1), (1,2), (2,1)}.

2. Beispiel:
In einem Zufallsexperiment wird mit einem Wiirfel gewiirfelt. Die Ergebnismenge ist Q = {1,2,...,6}.
Die Zufallsvariable X sei nun wie folgt definiert: X (n) = n. Es gilt dann: X (wy) = wi, € R.

3. Beispiel:

In einem Zufallsexperiment werden Damen eines gegebenen Kollektivs nach dem Korperumfang ihres
Traumpartners befragt. Fiir die Zufallsvariable gilt dann:

X : Dame — X(Dame)=Umfang Traumpartner € R

Bemerkung: Im 1. Beispiel ist {X(...)} C R diskret oder endlich, im 3. Beispiel
ist {X(...)} C R theoretisch unendlich.

Fiir unseren weiteren Gebrauch definieren

Q . wir nun die Zufallsvariable etwas genauer.
ok * Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit einer
. E . .
LI Fundamentalmenge 2 und einer Ereignisalge-
. 0 . . X bra A, die eine o—Algebra ist.
° L]

_
Xy JX(E)  IXiq)

X

p R
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Definition: Eine Funktion X : Q — R mit w — X (w) heisst Zufallsvariable
oder stochastische Variable, stochastische Funktion, wenn
gilt:

LV, plwe|X(w) <z}ecA

2. Zu A ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P definiert, die
den Wahrscheinlichkeitsaxiomen geniigt.

Die erste Bedingung ist Messbarkeitsbedingung. Sie bedeutet, dass die Menge aller Ergebnisse, deren
Realisation unterhalb eines bestimmen Wertes liegt, ein Ereignis bilden muss.

Bemerkung: Da es sich bei {w} und somit auch bei {X(w)} um Zufallsereignisse
handelt, sagen wir: Der Wert von X héngt vom Zufall ab.

Schreibweise: X <z:={we Q| X(w) <z}
~ X <z, x< X us.w.sind Mengen!

Sprechweise: Z.B. fiir a < X < b sagen wir: X nimmt einen Wert aus [a, b] an.

Da Teilmengen von Q Ereignisse sind, so folgt auf Grund der Definition von X und der Auswahl der
Elemente sofort der Satz:

Satz:

1. —o0 < X < o0 ist das sichere Ereignis.

2. Folgende Mengen sind immer Ereignisse: a < X < b, a < X <
b, a< X <b, a<X<bh a<X, a<X, X<a, x<a

3. P(X<a)+Pla<X)=P(—o< X <) =1

Konsequenz: Pa<X)=1-P(X <a)

Bemerkung: Wie wir oben in den Beispielen gesehen haben, miissen wir unterschei-
den zwischen diskreten und kontinuierlichen Zufallsvariablen.
Es ist zu erwarten dass bei uns im Falle der kontinuierlichen Zufallsva-
riablen die Wertemengen Intervalle sind. Aus Griinden der Machtigkeit
von Intervallen und der Messgenauigkeit macht in diesem Falle eine
Aussage wie z.B. P(X = a) praktisch nicht viel Sinn, im Gegensatz
zu einer Aussage wie P(X < a).

3. Beispiel:  Wiirfeln mit einem Wiirfel, X = Zahl:

1

PX=1)=P(X=2)=...=P(X =1)

) 3 ) 1
= P1<X<2)=0, P(1§X<6)=6, P(§<X<§):E

4. Beispiel: Urne, 4 rote und 6 blaue Kugeln. 2 ziehen ohne zuriicklegen. X (gezogene Kugeln) =
Anzahl gezogene rote Kugeln.
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6 5 1
P(X=0)=— 2 ==
10 9 3
P(X=1)=? 1~ P(Z)=P(X=1n)=—~.0_2
1079715
PZ :Ple —_ .- = —
ro ~ P(Zy) ( [r2) TN
ZhWNZy = P(Zi1UZy) = —+ — = —
12 {}4:’3(1; TR AT
PX=2)=—.2==
A
P(X=0)V (X=1)V (X=2) ==+ — + = =
~ P(( )V ( )V ( V=3t T
P1<X<2)=0
1 8 13
PX<l)==-4—=—
K=<l 38+152 13
PX>1)=—+—=-
(X=1) 15+15 3 9
P(0.5<X<10):P(x21)=§

4.6.2 Verteilungsfunktion

63

Anlésslich der Erkléarung der Zufallsvariable ist auf den Begriff der Wahrscheinlichkeitsfunktion verwiesen
worden: Zu A ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P definiert, die den Wahrscheinlichkeitsaxiomen
geniigt. Uber das methodische Vorgehen zur Gewinnung von P ist aber nichts Allgemeines gesagt

worden. Daher wollen wir hier zuerst den Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung prézisieren:

Gegeben sei ein Zufallsexperiment und dazu eine Zufallsvariable X. P sei nun praktisch so gegeben, dass
zu jedem z € R die Wahrscheinlichkeit P(X < x) exakt definiert ist. Wichtig ist dabei die Einsicht, dass
P(X < x) fiir diskrete und fiir kontinuierliche Variablen problemlos verniinftig definierbar ist, wihrend

z.B. P(X = z) im kontinuierlichen Fall wenig praktischen Sinn macht.
Definition: F(z) = P(X < z) heisst Verteilungsfunktion von X.

Bemerkung:

1. Nach Konstruktion ist Dgp = R.

2. Mit Hilfe der Verteilungsfunktion konnen

die

5, Wahscheinlichkeitsfunktion oder ,, Wahrschein-
lichkeitsverteilung” im diskreten und im kontinuierlichen

Fall auf verschiedene Arten definieren.

Nach Definition ist die Verteilungsfunktion eine Wahrscheinlichkeit. Daher kann man ablesen:
1. Vp,: 0< F(x) <1

2. F(c0):= lim F(z)=1

T—00

3. F(—o0):= lim F(z)=0

r——00
4. x1 <190 = F(xl) < F(xg)

5. P($1<X§$2):F($2)—F($1)
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4.6.3 Verteilungstypen

Problem: Die Ausgangsfrage ist: Wie verteilen sich bei Zufallsexperimenten die verschiedenen
Wabhrscheinlichkeiten auf die verschiedenen Ereignisse? Vom Resultat her kennen wir schon diskrete
und kontinuierliche Zufallsvariablen. Man kann aber auch die zugehorigen Experimente unterscheiden.
Abgesehen von den Mischféllen unterscheiden wir zwei Klassen:

Experimentklassen:
1. Zdhlexperimente ~» diskrete Verteilung
2. Messexperimente ~» kontinuierliche Verteilung

1. Beispiel:  Volkszidhlung:
Verteilung der Bewohner auf die Gemeinden ~» H(X = a) = Anzahl Bewohner der Gemeinde a.

H(X =
Hier wird die Verteilung durch eine Wahrscheinlichkeitsfunktion # = P(X = a) beschrieben.

2. Beispiel: = Gewichtsfunktion:

Verteilung des Gewichts auf Balken gleichen Querschnitts ~» H(X < z) = [ f(t)dt = Anzahl Balken

a
der Léange z € [a, b].
Hier wird die Verteilung durch eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(z) beschrieben:

d(f f(t) de)

o f) =

7 . f liefert ein Modell fiir die Grundgesamtheit, die oft gar nicht genau bekannt
x

ist.

Zwischen Grundgesamtheit und Modell konnen wir folgenden Vergleich anstellen:

Grundgesamtheit Modell
1. Wirklichkeit 1. Theorie
2. Praxis:  Haufigkeitsverteilung  oder 2. Wahrscheinlichkeitsverteilung
Dichte

3. Problem der Bonitét des Modells (Tests)
3. Oft nur Stichproben

4.6.4 Diskrete Verteilung
‘Wahrscheinlichkeitsfunktion

Fiir diskrete Variablen sind endliche Definitionsbereiche nicht zwingend. Wir definieren daher:

Definition: Eine Zufallsvariable X heisst diskret, wenn gilt:

1. X kann nur endlich oder abzihlbar unendlich viele Werte x; mit
P(X = z;) # 0 annehmen.

2. {z; | P(X =x;) # 0} hat keine Hiufungspunkte.

Konsequenz:
In jedem endlichen Intervall C R liegen nur endlich viele Werte x; mit P(X = x;) # 0.
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Bezeichnungen:
Statt P(X = x;) schreiben wir kurz P(z;). Die Werte x mit P(z) # 0 seien nummeriert: 1, xa, 3, . . .
Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten schreiben wir ebenfalls kurz: P(X = z;) := P(x;) := p;.

Definition:
_ pi X=u;
HX) = { 0 sonst
heisst Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X
Bemerkung: Der Graph einer solchen Wahrscheinlichkeitsfunktion besteht aus

isolierten Punkten. Die graphische Darstellung wird daher oft als
uniibersichtlich empfunden und daher durch ein Stabdiagramm

ersetzt.
Bsp.:  Wiirfel:

0.2
0.175 . . o o o o 0.15
0.15 0.125
0.125 0.1
0.1 0.075

0.075
0. 05

0.05
0.025 0.025

Es ist unmittelbar einsichtig, dass durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion die Wahrschein-
lichkeitsverteilung oder die Verteilung der Zufallsvariablen X vollstdndig bestimmt ist.

Satz:
1. Z flz) =1
K3
2 P(a<X<b): Z f(xz)z Z Di
a<z;<b a<z;<b
Bsp.: Bestimme die Wahrscheinlichkeitsfunktion (Graph, Wertetabelle) beim Zufallsexperiment
,wiirfeln mit zwei Wiirfeln“.
Wertetabelle:
T 2 3 4 9 6 7 8 9 10 11 12
(@) 1 2 3 4 5} 6 5} 4 3 2 1
T - £ 2 = 2 2 2 = =2 2
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Graph:
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0.125
0.1
0. 075
0.05

0. 025 I I

Verteilungsfunktion

Sei X eine Zufallsvariable aus einem Zufallsexperiment. Sei P(X < z) damit bestimmt, x € R beliebig.
Sei I = {X | X <z}. Damit schreiben wir kurz: P(X < z) = P(I). Von Seite 63 wissen wir, dass damit
durch F(x):= P(X < x) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X fiir alle 2z € R definiert ist.

Bsp.:  Wurf einer Miinze, einmal. X = X ({Anzahl Kopf}).

Es ist: P(X=0)=P(X=1)=0.5.
l.z2<0~ P(X<0)=0 = F(z)=0, <0
2. 2=0~ P(X=0)=05 = F(0)=Pz<0) =05
3.2€(0,1)~ ... = F(z)=0.5, z€(0,1)
fz=1~ P(X<1)=P(X<1)+P(X=1)=P(X=0)+P(X=1)=05+05=1

5. 2>1~ ... = Pl)=1, 2>1
Resultat:
O<zx | 0<zx<l | 1<
F(x) 0 0.5 1

Diagramme:
fix) F(x) Fix)
0.5 1 T 1
0.4 0.8 0.8
0.3 0.6 0.6

S
0.2 0.4 0
0.1] 0.2 0
0.2 0.20.40.60.8 12 =i 0.5 1 1.5 2 e S 0.3 1 is

Problem: Geg.: X € (a,b]~ a< X <b
Frage:
Wie lésst sich aus F(x) die Wahrscheinlichkeit P(a < X < b) berechnen?

Loésung:
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(X X<a}lU{X |a<X<b}={X|X<b} = P(X<a)+Pla<X <b)=P(X<D)
P(X<a)=F(a), P(X<b)=F) = {X|X<b} = Fla)+Pla< X <b)=F()

Damit ldsst sich bei der diskreten Verteilung die Wahrscheinlichkeitsfunktion aus der Verteilungsfunktion
berechnen. Den folgenden Satz kennen wir schon von frither (Seite 63):

Satz: Vor.:
Diskrete Verteilung

Beh.:
Pla< X <b)=F()— F(a)
Sei r1<ao<... <z, <z
Von Seite 65 wissen wir:

Pa<X<bt)= ¥ f@)= ¥ py f@)=pi~ F@)=P(X<x)= ¥ fle)= ¥ pi~

a<z;<b a<z;<b z; <® z; <®
Satz: F@)= ¥ fl@)= X p
Bsp.: X = X({Augenzahl beim Wiirfeln mit einem Wiirfel.})
F(x) ist weniger anschaulich als f(z), besitzt jedoch Vorteile in der Handhabung.

Es ist: P(X:l):P(X:2):...:P(X:6):%.

~» Resultat:

T <l | 1<z<2|2<z<3|3<z<4|4<z<b|b<zr<6|6<Zzx
1 2 1 3 1 P! 2 5 6
6 6 3 6 2 6 3 6 6
Diagramme:
fx) F(x)
1
0.15
0.125 0.8
0.1 0.6
0.075 o4
0.05
0.025 0.2
- 12 3 4 5 6 = 2 a 6 8
. 1 1 1
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Bemerkung: Eine Funktion wie F(z) im obigen Beispiel nennen wir Trep-
penfunktion. Sie besitzt an diskreten Stellen (mogliche Werte x;
der Zufallsvariablen X) Spriinge, dazwischen verlduft sie konstant.
Die Spriinge entstehen, weil dort p(z) # 0 ist. Treppenfunktionen
kann man mit Hilfe der ,,Sprungfunktion® h(z)(vgl. Dirac’sche d—
Funktion, vgl. Analysis) konstruieren:

Satz:
- sgn(x) + 1
F(e) = h(z = an)-plan), plan) £0, k=1,....n, h(z) = sgn(ET—=)
k=1
4.6.5 Kontinuierliche Verteilung
Das Problem der Wahrscheinlichkeitsfunktion
Wir definieren fiir unsere Bediirfnisse:
Definition: Eine Zufallsvariable X heisst stetig in einem Intervall I, wenn

alle Werte in I angenommen werden kénnen.

Problem: Macht bei einer stetigen Zufallsvariablen P(X = z;) noch einen Sinn?

Das Problem ist ja, dass in diesem Fall unendlich viele Werte x; € I angenommen werden kénnen. Da aber
im diskreten Fall die aufsummierte Wahrscheinlichkeit 1 ist, miisste daher auch hier konsequenterweise
fiir die meisten z; dann P(X = ;) = 0 sein. Das besagt aber, dass diese angenommenen Werte dann
doch nicht angenommen werden. Wir landen also in einem Widerspruch. Daher ist es in unserem Rahmen
nicht sinnvoll, nach der Wahrscheinlichkeit P(X = ;) und daher nach einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
zu fragen. Wir fragen besser nach der Wahrscheinlichkeit fiir Intervalle, z.B. P(a < X < b) = ? Das ist
bei einer gegebenen Verteilungsfunktion kein Problem.

Situation beim diskreten Fall

Sei also: F(z)=P(X <=x)

Im diskreten Fall ist:
Fl)=P(X <z)= > f(z), z;: x1 <wza<23<...

Da die diskreten Werte x; geordnet sind, besteht eine bijektive Beziehung zwischen dem Wert z; und
dem Index :

o x— o(a) =1

Damit existiert auch ¢! =) :

P(i) = x;
Sei @(xj) =j, ¥(j) =25 = Flz;)= > flz:) :w( )Zw( )f(w(i)) =
w;i<w; )<Y (j
= ¥ o= X f@-1= ¥ f@-G+1-i)= > fi)-Ai
$(8) < (4) (1) <ep(4) W (8) <1 (5) T $(8) < (4)

f(@)-Ai hat die Bedeutung eines Rechteckinhalts. F'(x) hat somit die Bedeutung eines Flécheninhalts unter
einer Treppenkurve. Die Bedeutung des Flidcheninhalts hat aber auch im stetigen Fall noch Giiltigkeit.
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‘Wahrscheinlichkeitsdichte

Im stetigen Fall liegt es daher nahe, F(z) = P(X < z) ebenfalls als Flicheninhalt unter einer Kurve zu
definieren.

_dF
T dx

F(x) = P(X < 1) = / fa)det = f(z)

dF
flx) = s kann hier nicht mehr die Bedeutung einer Wahscheinlichkeit haben, denn alle Wahrschein-
x

lichkeiten miissen sich ja zur Gesamtwahrscheinlichkeit 1 aufsummieren lassen konnen. Daher redet man
hier von einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

~ Pla<z<b)=F(@)— F(a)

Diagramme:

fx)
L Pla<X<=b)

Bsp.: Roulettspiel:

0<X <27

X := Winkel des Zeigers mit einer festen Richtung.

Brauchbares Roulett ~ P(X <x) = 2i
T
0 <0
= F(z) = % O<z <27
1 2t <x
1 0
f(z) = F'(z) = f@) = { 27 “€0
0 x ¢ (0,

Diagramme:
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fix)=P{X<=x) fix)
1 p— 0.15
0.125
0.8 0.1
0.075
0.05
0.6 0.025 2Pi
0.4 525 2.5 5 7510
0.2 f(@)
2 Pi =
-2 2 4 & 8
F(x)
Bemerkung: Eine Verteilung wie im letzten Beispiel nennen wir gleichférmige

Verteilung oder Rechtecksverteilung.

Hinweis:
Man beachte die Analogie zwischen Masseverteilung in der Physik und Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Punktmassen entsprechen dann Wahrscheinlichkeiten im diskreten Fall.

4.7 Mass— oder Kennzahlen einer Verteilung

4.7.1 Allgemeines

Problem: Wie lassen sich zwei Verteilungen rasch vergleichen?

1. Qualitativer Vergleich von f(x), F(x) oder Graphen (unendliche Mengen!).

2. Quantitativer Vergleich charakteristischer Masszahlen: Mittelwert p, Varianz o2, Standardabwei-
chung o, Schiefe v u.s.w..

4.7.2 Mittelwert

1. Diskreter Fall:
Vergleich mit der Physik: Unter dem ,Mittelpunkt einer Massenverteilung” verstehen wir den
Schwerpunkt. Betrachtet man an Stelle von Wahrscheinlichkeitsverteilungen nun statistische
Hiufigkeitsverteilungen, so tritt an die Stelle der Massenverteilung das arithmetische Mittel oder
kurz der Mittelwert. Bei einer Wahrscheinlichkeitsverteilung tritt an die Stelle des Schwerpunktes
somit auch Mittelwert. Es gilt:

B n B nop n m K n n
Tm=Ymrom = 1=y ——" =) — xzzz:pi-xi::z:f(xz) T
i=1 =1 M = i=1 i=1
Dabei kann n € N oder n = oo sein.
Daher definieren wir:
Definition: Mittelwert: p:=> f(z;) z;-1
i

Konsequenz:
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3

(a) i €{1,2,...,n}, flz;)=p; = M:lzpi'%‘

=1
1 1 &
b)) pi=— = u=— i
(b) pi=— = n;x
Bsp.:
0.15 X = Augenzahl beim Wiirfeln.
0.125
0.1
0.075
0.05
0. 025
mu
1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1< 1
f(xi)ZE xi:1,2,3,...,6:>1-6+2-6+...+6-6=6-22:6-21=3.5.

2. Ubertragung des Begriffs auf den stetigen Fall:

Sei ;=i = Azx;=(i+1)—i=1 =

6 6 6
= Z flxi) -z = Z flzi) @i 1= Z fli) wi-Awy — [ f(x) -z - do
i=n i=n i=n
Daher definieren wir analog zum Schwerpunkt der Physik:

Definition: Mitteolowert:
pi= [ flz) -z dz
— 00

4.7.3 Erwartungswert

Bsp.:

Zwei Spieler A und B spielen wie folgt:

Vor dem Spiel zahlt A an B den Betrag ,,durchschnittliche Gewinnerwartung beim Spiel“. A darf dann
wiirfeln, wihrend B an A Gewinne auszahlt nach dem folgenden Schema: Beim Resultat 1 oder 2 erhilt
A von B Fr. 10.-, beim Resultat 3 oder 4 erhilt A von B Fr. 20.-, beim Resultat 5 erhédlt A von B Fr.
40.-, beim Resultat 6 erhilt A von B Fr. 80.-.

Was ist die durchschnittliche Gewinnerwartung?

= 1 1 1 1 1 1 _
~ G=10-64-10-64—20-64-20-6—!-40-6—!-80-6:30 oder 6-G=10+10+20+20+ 40+ 80

In diesem Beispiel sehen wir eine Zuordnung folgender Art:

X |1 2 3 4 5 6
g(X) |10 10 20 20 40 80

X «—— g(X) resp. x; «— g(x;)

X ist unabhéngige Zufallsvariable, g(X) ist abhéingige Zufallsvariable.
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Konsequenz:
g(X) ist ebenfalls Zufallsvariable

Um die durchschnittliche Gewinnerwartung zu berechnen, miissen wir daher x; ersetzen durch g(z;),
d.h. wir ersetzen x; - f(x;) durch g(x;) - f(z;). Dabei ist f(z;) die zu g(z;) gehorige Wahrscheinlichkeit.

Wir definieren daher analog zur durchschnittlichen Gewinnerwartung ganz allgemein die Erwartung
resp. den Erwartungswert E(g(X)) zur Erwartungsfunktion ¢(X). Analog zur Definition zu p
setzen wir fest:

Definition:
1. Diskreter Fall: E(g(X)) :==>g(x;) - flxs) - 1=>g(zi) - fa) - Az
[ee]
2. Stetiger Fall: E(g(X)) = [ g(x)- f(z)dx
—o0
Bemerkung: Statt Erwartungswert sagen wir auch mathematischer Er-
wartungswert, Erwartung oder manchmal auch kurz Mit-
telwert.

Konsequenz: g(z) =2 = E(g(x))=E(z)=p
Speziell:  (Diskreter Fall)

g(x1) f(1)
o)) \sGan)
2. g(zi) =z A f(zi) =pi = E(X)= i:m-m =M

1 1 <
3. i) =x; N i:i:—éEX = — P =
gles) =2 A flai) =pi=— (X) nzx I

Wegen der Linearitdt von Summe und Integral gilt:

Satz: Vor.:

Beh.:

4.7.4 Symmetrische Verteilung

Definition: Eine Verteilung heisst symmetrisch beziiglich ¢, wenn gilt:
Verzen, : fle+x) = f(c—m)
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Trivialerweise gilt fiir eine symmetrische Verteilung:

Satz: Vor.:
f symmetrisch beziiglich ¢

Beh.:

4.7.5 Varianz, Standardabweichung

Statt nach dem Erwartungswert von x resp. z; zu fragen, fragen wir nach dem Erwartungswert der
quadratischen Abweichung von p von x resp. ;. (Achtung: Der Erwartungswert der linearen Abweichung
gibt immer 0. Diese Grosse macht daher keinen Sinn.)

1. Diskreter Fall:

Definition: Varianz

0% = > (i —M)Q'f(xi) -1

7

2. Stetiger Fall:

Wie beim Erwartungswert wird im stetigen Fall auch hier die Summe zu einem Integral.

Definition: Varianz
(o)
2= [ (v —p)?- fla)) da
—00
3. Definition: o = Vo2 heisst Standardabweichung
Bemerkung: o2 ist wie erwihnt der Mittelwert der quadratischen Abweichung

von p. o2 gehort qualitativ als Mittelwert von Quadraten daher
ebenfalls zur Klasse der Quadrate. o ist somit ebenfalls ein Mass
fiir die Grosse der mittleren Abweichung von pu, das qualitativ
somit wieder zur Klasse der urspriinglichen nichtquadrierten Werte
gehort. 02 oder auch o werden manchmal als Streuung bezeich-
net.
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Konsequenz: ¢(X) = (X —p)? = E(g(X)) = B(X —p)?) =02
Speziell:  (Diskreter Fall)

i€{1,2,...,n}, g(x;) =z, f(zi)=p;
= 0° = E((X —p)°) = B(X* =2 X ptp?) = B(X?) ~ B2 X p) + B(w*) = E(X*) =2 p E(X) +p* E(1)

1 1
= B(X*) = 2p-pt -~ Y 1= B(X?) =247 4 pi? - —-n = B(X?) - i = B(X?) — (E(X))”
i=1
Korollar: i€{1,2,...,n}, g(x;) =z, f(z:i)=p;

= o =B((X —p)?) = B(X?) — (E(X))?

Bsp.:
X = ,Anzahl Kopf“ beim einmaligen Wurf einer Miinze.
1 1
X=0~ P(X:O):§ X=1~ P(X:l):§
= =20 1+1 L1
H=T9 797
1 1 1 1 1 1
o2 (0= 2\ S (1) —(I)2. (22—
=0 5P 5+ (-3 =) 5+ () 5 =1
1 1
c=yiTz # 0L
Konsequenz: o€ {...,a;,...} ist nicht zwingend

4.7.6 Momente einer Verteilung

Grossen wie Mittelwert und Varianz heissen allgemein Momente der Verteilung der Zufallsvariablen X
mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(X).

Definition: Der folgende Erwartungswert heisst k—tes Moment der
Verteilung:

1. Diskreter Fall:

mi = B(X¥) = Y2k f(z,)

meg = B(a(X)) = Do)t - f(@)
2. Stetiger Fall:

my = E(XY) = [ % f()de

iy = B@(X)F) = ] g@)* - f(@)da
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1
Idee: Y =Xy, flz;)=p=— = EY") =
n

~» Mechanik!
Bsp.:
Mittelwert: p=FEX)=EX") =Y ol f(z;) =z f(x;)
i i
Varianz: 0?2 =E(X —u)?) =Y (v; — pu)? - f(xy)
i
Satz:
L B(X?) = 0 + 2 = B((X — B(X) ) + (B(X))?
2. B(X = p)’) = BE(X®) = 3pB(X?) +24°
Beweis:
Loo? =Y (e — )2 fla) =S af - flai) =2p S ai- fla) +p2 -3 f(2) = B(X?) =2pp+p? - 1
K] K] K] K]
= FE(X?) -
2. Ubung.
Konsequenz: Daraus ergibt sich eine vereinfachte Berechnung der Varianz:
Formel: 0? = E(X?) —p?=E(X?) — (BE(X))?, E(X?) =Y a2 f(x;)
i
Schreibweise:  Oft schreibt man auch:
>oalp; diskr.
— B(X™) = 5o
i () [ a™ f(z)dx  stet.
—o0
~» Formel: 0% = py — p?
Aus der Linearitit der Summe und des Integrals ergibt sich:
Satz: Ela, X"+ an 1 X" 1+ ...+ a1 X +ag) = a, E(X") + an_1 E(X" 1) +

--+a1E(X) +ao=an pn +an-1pfn-1+...+ a1y + ao
Daraus leiten wir ab:

E(aX—l—b):aE( )+b = pwaX+b)=apX)+b =

(0c(aX +b)?=E((aX+b—pulaX+0b))?) = E((aX+b) 2(aX +b) (uaX +b)+ (ulaX +b))?) =
E(@®X?+2aXb+b*>—2(aX +0b)(ap(X)+0b)+ (apn(X)+0)?) =

E(@?X?24+2aXb+b%—2a? X pu(X) — 2aXb—2bW( ) =207 +a? u(X)? +2apu(X)b+0b?) =
E(? X = 20% X u(X) + a® ju(X)?) = E(@? (X — n(X))?) = a E((X — p(X))?) = o ~
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Satz: (0(a X +b))? =a0(X)?
oder Var(aX +b) = a?Var(X)

Der letzte Satz erlaubt manchmal eine Vereinfachung der Berechnung der Varianz.

Korollar: (o(b))? =Var(b) =0

Man rechnet sofort nach:

Satz: Vor.:
Zu X gehore der Mittelwert p und die Varianz o2.
X —p

g

7 =

Beh.:
Zu Z gehore der Mittelwert 0 und die Varianz 1.

Zum Beweis:

p(Z) = B(Z) =~ (B(X) = B(u) = — - (u— - B) = =+ (u—pu-1) =0
P.75: E(X?) = o? 4+ p? = 0(2)? = BE(Z%) — uw(Z?) = E(Z?) = E(% (X2 —2X p+p?)
= % H(B(X?) = 2B(X) p+ p?) = % (B(X?) —p?) = % (Pt —p?) =1

Infolge des letzten Satzes definieren wir:

X —
Definition: 7 = 27K heisst Standardform von X.
o

4.7.7 Schiefe einer Verteilung

1
Definition: Sei v=—=-E(X- w)?)
o
~ heisst Schiefe der Verteilung. .

Bemerkung: Die Schiefe der Verteilung ist ein Mass fiir die Assymetrie der
Verteilung.
0.35
0 z <0

0.3 _
0.25 flo) = {x'e_x 20
0.2

(o0}
&1 ~ [ f@)de =1, y="1
0.1 %
0.05
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Mit partieller Integration erhalten wir:

(o] (o]
p=EX)=[z-e® - zde= [2? e Tdx=2, E(X?)=6, BE(X3) =24
0 0
= E(X —p)?)=24-3-2-6+2-22=4, 0> =E(X?)— (E(X))?=6-22=2
1 5 1
= y== E(X-p )_ﬁ-4_\/§~1.41421

4.7.8 Weitere Kenngrossen
Variationskoeffizient
Der Variationskoeffizient oder Variabilititskoeffizient v einer Zufallsgrosse X mit p # 0 ist

wie folgt definiert:

Definition: V=

=q

Median, Modus
Median und Modus sind Lagemasszahlen. Sie betreffen vor allem die beurteilende Statistik. (Vgl. 2.)
Definition: Der Median einer Menge von Zahlen, die der Grosse nach geordnet

sind, ist der Wert in der Mitte oder das arithmetische Mittel der
beiden Werte in der Mitte der geordneten Datenfolge.

Falls die Daten in Klassen eingeteilt worden sind, muss die Definition angepasst werden (vgl. Lit.).

Quantile, Fraktile

Gegeben sei eine stetige Zufallsgrosse X mit einer Dichtefunktion f und einer Verteilungsfunktion F'.
Sei 0 < g <1.

Definition: x4 € R heisst das untere Quantil der Ordnung ¢ (¢—Quantil),
wenn gilt: F(z,) = P(X <z4) =¢q
Entsprechend fiir das obere Quantil.

Konsequenz: Das Quantil der Ordnung g = 0.5 ist gerade der Median.

Spezielle Quantile sind Quartile

(Q1 = z0.25, @3 = 0.75), Quintile, Dezile
oder Zentile (Pyg, Pyg) u.s.w..
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Bemerkung: Der Quartilabstand Q3 — Q1 = xg.75 — Tg.25 ist ein Streuungs-
mass. Ebenso der Zentilabstand Pyg— Pi1g. Oft wird auch der halbe

Quartilabstand Q = @ benutzt.

Exzess, Wolbung

7.B. der Exzess (Kurtosis) x ist ein Mass fiir die Steilheit einer Verteilung.

Definition: Exzess (Kurtosis):

K (Q, P vgl. oben )

Py — P
Mom%ntenkoeﬂ:izient der Kurtosis:

4
— = E(X*
aq m3 (m (X")

Andere Mittelwerte

Fiir andere Mittelwerte wie harmonische oder geometrische Mittelwerte sowie empirische Beziehun-
gen vgl. Lit..

4.7.9 Momentenerzeugende charakteristische Funktion

Der Grund zu der folgenden Definition wird klar, wenn wir damit arbeiten:

Definition: Die Erwartung E(e!¥X) von e'X heisst momenterzeugende
Funktion G(¢).

Wir berechnen G(t) fiir beliebige Funktionen f(z):
Diskreter Fall: G(t) = E(e! ™) =Y et - f(z;)

Fiir die k—te Ableitung nach ¢ erhalten wir:

d* G(t)
dtk

=G =>"ak et f(a)

(o)
Kontinuierlicher Fall: G(t) = E(e'*) = [ e'*- f(z)dx
—o0

dF G(t
dﬁ’f ) —Gik)(t) = /xk et f(x) dx
Satz: ~» Trick:

Sy eh e f(ay) szf'f(xi)

t=0 = GM(0)=EX") = zjoxk,ew.f(x)dx = T 2% fa)de
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Speziell:
k=1 = G(0)=E(X') = E(X) =pu~ Mittelwert
= o?=E(X?) —p? =G/(0) — G,(0)®> ~ Varianz

Bemerkung:

Die momenterzeugende Funktion wird uns im néchsten Kapitel bei der Bernoulli-Verteilung niitzlich
sein.

4.7.10 Laplace— und z-Transformation

Dem mit der Ingenieurmathematik vertrauten Leser fillt auf, dass die momenterzeugende Funktion G(t)
offensichtlich mit der Laplace— resp. der z—Transformation zu tun hat. Der Zusammenhang wird bei
spaterer Gelegenheit genauer erliutert, da er im Moment nicht unverzichtbar ist. Kenntnisse der Laplace—
und der z Transformation erwirbt man in der héheren Analysis, vgl. Lit. Fortsetzung Mathematik, Wirz,
Bibl. Al6.

4.8 Spezielle diskrete Verteilungen

4.8.1 Bernoulliverteilung
Situation und Einzelversuch

Problem:

Wir studieren die Anzahl des Eintreffens eines bestimmten Ereignisses A bei der wiederholten Ausfiihrung
eines Zufallsexperiments, bei dem die Ereignisse unabhéingig und gleichwahrscheinlich sind. Z.B. sei A
das Eintreffen einer 2 beim Wiirfeln mit einem Wiirfel, wobei mehrmals gewiirfelt wird. Das betrachtete
Ereignis kann eintreffen oder nicht. Die dazugehorige Zufallsvariable X kann daher nur zwei Werte
annehmen: 0 und 1.

Sei X = 0 falls A nicht eintrifft und X = 1 falls A eintrifft.

Sei p = Wahrscheinlichkeit dass A eintrifft.
q = 1 — p = Wahrscheinlichkeit dass A nicht eintrifft.
X = Zufallsvariable: Anzahl des Eintreffens von A.

Folgerung: Erfolgswahrscheinlichkeit beim Einzelversuch:
PX=0)=¢q, f(0)=gq
PX=1)=p, f(1)=p
v #{0,1} = f(z)=0

Dieser Sachverhalt kann kurz in einer einzigen Formel wie folgt gefasst werden:

Konsequenz: Im Einzelversuch gilt:

p* -t x€{0,1}
0

@ = { v ¢ {0.1)
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Definition: Den eben beschriebenen Versuch nennt man oft auch Bernoulli—
Versuch.

Mehrfachversuch

Bei n—maliger Widerholung des Experiments kann sich der Erfolg 0, 1, 2, ...oder n mal einstellen. Erfolg
heisst, dass A eintrifft. Daher kann also X die Werte 0, 1, 2, ...oder n annehmen.

Bei n Versuchen treffe nun A x mal ein. Da die Versuche identisch und daher die Ereignisse unabhéingig
sind, ist die Wahrscheinlichkeit des Gesamtereignisses das Produkt der Wahrscheinlichkeiten der
Einzelereignisse:

P(X=xz)=p-p-...-p-q-q-...-q=p"-q

pT qn—

Konsequenz: Die Formel fiir n = 1 ist hier eingeschlossen.

Der Erfolg kann sich bei gleicher Gesamtzahl auf verschiedene Arten auf die Einzelereignisse verteilen.
Die Anzahl Moglichkeiten erhélt man aus der Antwort auf die Frage, auf wieviele Arten man aus n
Elementen = Elemente ohne Wiederholung auswéhlen kann. Das fithrt daher auf eine Kombination ohne
Wiederholung:

!
Moglichkeiten: my___ ™
x z! (n —z)!

Bsp.: Bei 3 Versuchen soll ein Ereignis 2 mal eintreten. Wieviele Moglichkeiten gibt es? — Der Erfolg
kann sich (a) im 1. und 2. Versuch oder (b) im 1. und 3. Versuch oder (c) im 2. und 3. Versuch einstellen.

Es gibt also [{(a), (0), (¢)}| =3 = (;) Méglichkeiten.

Satz: Vor.:
Bernoulli-Experiment mit n Wiederholungen
Beh.:
n\ . onw
fl@)=P(X =x)= <x> p*q"
Definition: Die durch f(x) = <n> p* ¢" " gegebene Verteilung mit den Pa-
x
rametern n € N und p € (0, 1) heisst Bernoulli—-Verteilung oder
Binomialverteilung Bi(n, p).
Korollar: 1= PX=z)=> ( >pl‘ qnr
x=0 =0 \T
Bemerkung: Aus p+ g =1 bei n unabhéngigen Wiederholungen deduziert man

ebenfalls:

n
n
(p+q) > <x>pq

x=0
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4.8.2 Gesetze fiir die Binomialverteilung

Die Verteilungsfunktion ergibt sich durch eine einfache Summation:

Korollar: F(z)= > <n> pF gk, x>0
k<z k
. . n n!
Welter gllt <x> = m
n n—x (n

D f 1 : = .

araus folgt (x n 1> 11 <x>
Damit erhalten wir eine Rekursionsformel:
Korollar: f(x+1):(21310)§f(x)

Bsp.:
Es wird eine Sendung mit N Schrauben vorbereitet. M davon sind unbrauchbar (Ausschuss). Die

Sendung wird vom Kunden gepriift, indem er n mal eine Schraube zieht und wieder zuriicklegt. Wie
gross ist die Chance, dass der Kunde x unbrauchbare Schrauben findet?

Offensichtlich handelt es sich um ein Bernoulliexperiment. Die Chance, bei einmaligem Ziehen Ausschuss

zu finden ist p = N

~ f(z)= <n> -(%)l‘ (1- %)n—x

Zur Berechnung von Mittelwert und Varianz benutzen wie die momentenerzeugende Funktion:

Glt) = Ble™) =S et fa) = 32 et (M) = (M) e = ety

=0 T
= Gt)=n-(p-e+q" " -p-e

G"(t) = n-(n—1)-(p-e'+q)" 2-p*-e*'4n-(p-e'+q)"'-p-e' = n-p-e*- (p-e'+q)" - (n—1)-p-e'+(p-e'+q))
n—2 n—
=etnplep+q)" " (efnp+q) = E(X)=G"(0)=np(p+q)" > (np+q)=n-p(np+q)

=1

= p=G"0)=n-p, 0*>=G"0)—p*=E(X?) —(BEX))?=n*>p’+n-p-q—n*p’=n-p-q

Satz: Vor.:
Bernoulliverteilung
Beh.:
p=n-p
0’2 =nNn - p . q

Bsp.:
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Kartenspiel, 32 Karten mit 4 Assen. Experiment: 6 mal eine Karte ziehen mit zuriicklegen (Bernoulliex-

periment). Ereignis A: mindestens 3 Asse kommen.
4

~> FKinzelexperiment: p = —
~ A:3,4,5 oder 6 mal ein As.
Kurz: A ={3,4,5,6} ={3}u{4}u{5}uU{6}
6 6
= PUA) = P3N+ PUH + PSH + PU6H = & P = () ()" (1= 350+ ~ 003
21

=0.74, 02 = == ~0.656, o ~ 0.81

Zum Vergleich: p= — D)

4

4.8.3 Poissonverteilung
Verteilungsfunktion

Problem: Gesucht ist eine Verteilung, die fiir grosse n und kleine p einerseits die Bernoulliverteilung
gut annihert und andererseits mathematisch bequemer zu handhaben ist. Das Gewiinschte leistet die
Poissonverteilung.

Idee: Fiir die Bernoulliverteilung gilt: nw=mn-p
K w —a n—a Hin—a Hin My —z
= — =(1-— =(1-= =1-=)"-(1--=
~ P n,p i (1-p) == (x”)( )
<n> :n'(n_l).”"(n_x—i_l)-L-(l—ﬁ)”-(l—ﬁ)_*:
x x! ne n n
:n-(n—l)-...A-(n—x—i-l).(1_ﬁ)_x.£.(1_ﬁ)n
ne n x! n
Sei nun n — oo und p — 0 derart dass gilt u=n-p= lim n-p.
n—oo, p—0
n-nm—1)-...-(n—xz+1) n n-1 n—x+1 nooo, zxn
~ - . . i
n* n n n
. . Mn _Mn n—o00 . I . n—oo, T,u<n
Weiter gilt: (1—=)"=(14—)"—>¢*, 1-=)""———1
n n n

Damit erhalten wir zusammengefasst das folgende Resultat (Grenzwertsatz von Poisson):

Satz: Vor.:
p=np= n—»ogmp—»On p
Beh.:
—00, @,u<E _
flz) 2 BT /;;l e
-
Definition: flx) = M—| - e~ heisst Poissonverteilung Po(u) -
x!
e
Konsequenz: x>0 = F(z)=e*- ~
s<z S:
Bemerkung: Da wegen p — 0 die Wahrscheinlichkeiten der untersuchten

Ereignisse sehr klein werden konnen, spricht man auch von der
Verteilung der seltenen Ereignissen.
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Momente

-
G(t) =Y et f(x;) = etTigmmu . M—" = G'(t) = emhtetntt G'(0) =p O.k.!

i i Li:
Damit ist aber fiir die Praxis nichts gewonnen. Um weiterzukommen erinnern wir uns, dass die Poisson-
verteilung eine Anndherung der Binomialverteilung fiir z < < n und n — oo ist. Daher kénnen wir in
der Praxis fiir p den Mittelwert der beobachteten relativen Hiufigkeiten nehmen, wenn die genannten

Bedingungen annihernd erfiillt sind und es sich um ein Bernoulliexperiment handelt.
1 J
% —_ . n . x
~oRET kE_l k- Tk

G'(t)=e e ity (T4etp) = G'O0)=p(l+p) =02 +pu2 = o2=p2 o=p

1
Ebenso berechnet man: v = — - BE((X — p)®) =

Ells

o3
Satz: Vor.:
Poissonverteilung
Beh.:
1 J
= e Z Nk - Tk
k=1
o =p? o=p
1
Y= =
NG
Bsp.:

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einer Schule mit n = 1000 Studierenden mindestens k = 1
Studierende am 1. Mai Geburtstag haben?

Bernoulliexperiment:
1 365 —1
p=gg> m= 1000, PX>1)=1-PX<1)=1-PX=0)=1~- (W)IOOO ~ 0.935654.
Poissonapproximation:
DU 1000 A0y
' ~ 0.935412.

4.8.4 Pascalverteilung

Das Experiment bestehe wieder aus unabhéngigen Versuchen. Sei p im Gegensatz zum Bernoulliexpe-
riment die gegebene Wahrscheinlichkeit fiir einen Misserfolg im Basisversuch. 1 — p ist daher hier
die Wahrscheinlichkeit fiir den Erfolg. k£ sei der Parameter der Erfolge bis zum r—ten Misserfolg
(Schaden). X variiert auf {k;}. An die Stelle von p® bei der Bernoulliverteilung tritt jetzt (1 — p)¥,
an die Stelle von (1 —p)™~ 7 tritt p" (r = n —x = n — k). Ausgewiihlt werden k Moglichkeiten aus
einer Menge von r + k — 1 Moglichkeiten. (Die r Misserfolge beim Experiment ohne den letzten, der
immer an letzter Stelle kommt und das Experiment abbricht, also die Anzahl der Auswahlmdoglichkeiten
nicht erhoht. k ist die Anzahl Erfolge.) Die Losung des Auswahlproblems fiihrt dann zu folgender Formel:

Formel: X = Anzahl unabhéngiger Versuche bis zum r—ten Misserfolg, ¢ = Er-
folgswahrscheinlichkeit (p: Misserfolg), n :=k +r.
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r+k—1

an::pk:P(X:k:):< f

>-p’“-(1—p)’“, k=0,1,..., P(X:n):<

Da hier der Misserfolg p bestimmt, ist die folgende Definition plausibel:

Definition: r>0, 0<p<1l~ nBj heisst negative Binomialverteilung.
Definition: Fiir r € N heisst die Verteilung nBj auch Pascal-Verteilung
Pa(r,p).

Anwendungen finden sich in der Schadenstheorie.

Die direkte Berechnung von g und o2 von Hand ist etwas miihsam. Mit der bei der Binomialverteilung
angewandten Methode und z. B. Mathematica ist man rasch am Ziel. Man findet:

Satz: p=r-——, or=r- —

Bemerkung: p < 0% ~» negative Binomialverteilung
u > 02 ~» Binomialverteilung
i = 0 ~» Poissonverteilung

Fiir » = 1 erhélt man die geometrische Verteilung.

Konsequenz: Durch Schiitzen von p und o2 bei einer Stichprobe erhilt man damit einen Hinweis auf
den Typ der Verteilung.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten kann man sofort eine Rekursionsformel ablesen:

r+k
k+1

Formel: Po=p", Dkt+1 = (1—=p)-pk

Bsp.:

Gegeben: Maschine, die durchschnittlich alle 4 Wochen (20 Arbeitstage) einmal eingesetzt wird. Eine
Revision nach einem Einsatz dauert 3 Tage. Wahrscheinlichkeit, dass sie genau am 1. Tag (r =1, k= 0)
oder genau am 2. Tag (r =1, k= 1) oder genau am 3. Tag (r = 1, k = 2) wieder gebraucht wird?

r+k—1

> pT-(1=p)f, r=1
~ P(X =0)=0.05 P(X =1)=0.0475, P(X = 2) = 0.0428688.

4.8.5 Geometrische Verteilung

Definition: Die geometrische Verteilung ist der Spezialfall der Pas-
calverteilung fiir r = 1.

Es gilt daher:
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Satz: Vor.:
Geometrische Verteilung

Beh.:
pk=PX=k)=p-(1-pF=(1-¢q) ¢ keN, 0<p<1

p = 1 — q ist die Wahrscheinlichkeit eines Misserfolgs, ¢ = 1 — p die Wahrscheinlichkeit eines Erfolgs
und X gibt die zufillige Anzahl Erfolge bis zum 1. Misserfolg bei unabhéngigen Versuchen. k sei der
Parameter der Erfolge bis zum 1-ten Misserfolg (k + 1).

PX<k)=PX=0)+.. +P(X =k) = Zo(l—q)-qj =(1-q)- ioqj = (1—q)-% = 1—¢""!
j= j=
Satz: P(X <k)=1-¢"*! ~ Geometrische Folge!
Aus der Pascalverteilung erhalten wir fiir = 1 die Momente:
Satz: le;p’ 02:1_2]7:&
p p p
Bemerkung: Die geometrische Verteilung (wegen der geometrischen Folge) ist

das diskrete Analogon zur Exponentialverteilung.

Bsp.:

Gegeben: Maschine, die durchschnittlich alle 4 Wochen (20 Arbeitstage) einmal eingesetzt wird. Eben
ist sie eingesetzt worden. Wahrscheinlichkeit, dass sie innerhalb der néchsten 10 Tagen gebraucht wird?

L 05, p=20-1= L o =P 5. p=1-g=L =005
P=5 =77 17 T1-q 1T WA TAT g T

P(X<9)=1-P(X>10)=1— (—

20)9+1 =1-0.95'"" ~ 0.401263.

4.8.6 Hypergeometrische Verteilung

Im Unterschied zur Bernoulliverteilung sind bei der hypergeometrischen Verteilung die Experimente
nicht unabhéngig. Im Modell der Bernoulliverteilung ziehen wir mit zuriicklegen, im Modell der
hypergeometrischen Verteilung hingegen ziehen wir ohne zuriicklegen. p éndert daher hier von Versuch
zu Versuch.

Modellversuch:
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Modell:

Geg.: Gefiiss mit N Elementen.

M Elemente sind defekt.

n  Elemente  werden  gezogen  ohne
zuriickzulegen.

x der gezogenen n Elemente sind defekt.

Problem:

Wahrscheinlichkeit, dass bei n mal ziehen = defekte Elemente kommen?

M N-M
g = giinstige Félle: Wahle z aus M und gleichzeitign —x aus N - M. ~ g= (x > . ( N >

N
m = mogliche Fille: n aus N auswéhlen. ~ m = <n>

M N-M
() (=)
- N
()
Definition: Beim beschriebenen Modellversuch ist die hypergeometrische
Verteilung gegeben durch:

(z) (22)
()

Bemerkung: Der Name ,hypergeometrische Verteilung“ kommt von der soge-
nannten , hypergeometrischen Funktion®.

=

A
m

flx) =

Wie frither schon kann man auch hier G(¢) verwenden, um g und o2 zu berechnen. Die Rechnung ergibt:

Satz: Vor.:
Hypergeometrische Verteilung
Beh.:
M
p=n-
sy n-M-(N—M)-(N—-n)
g~ =
N2.(N-1)
Bemerkung:

1. Sind N, M, N — M gross und n klein, so ist die hypergeometrische Verteilung eine Approximation

M
der Binomialverteilung. ~ p = ~
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2. Ist p klein, n gross und N gross gegeniiber n, so ist die hypergeometrische Verteilung eine Appro-
ximation der Poissonverteilung. ~ p=mn-p

Bsp.:

Gegeben: Kiste mit 500 Kugellagern. Priifung nach Vertrag: 50 (30) Lager entnehmen, untersuchen.
Falls alle gut sind, wird die Lieferung akzeptiert. Sonst eben nicht. Nach Liefervertrag: Voraussichtlich
maximal 2 %=10 sind Ausschuss. Berechne: P(k = 0).

_ 2 —002—M— M = M =500-0.02=10
100 T N 500 N R

() () () (o

n=50 = P(X=k=0)= - - - = 0.345162.
<M> <<n]\2 - M> <1o> .<<5500(>) - 1o>

n=30 = P(X =k=0)= " n—k 0 =0 ) _  535480.

0@

N =500, k=0, p

4.8.7 Beispiel

Bsp.:

Experiment: Eingespanntes Gewehr, 10 Schuss auf eine Scheibe, Trefferwahrscheinlichkeit pro Schuss
= 0.1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens einen Treffer zu erzielen?

Trick: A : mindestens ein Treffer = A: kein Treffer.
Sei  Ag : Treffer bei einem Schuss.

~ P(Ag)=p=—, P(A)=1—P(A), P(A)=P(4)"" = P(4)=1— P(E)IO ~ 0.651

~» Verteilung?

4.9 Spezielle stetige Verteilungen

4.9.1 Allgemeines

Sei f(z) eine stiickweise stetige Wahrscheinlichkeitsdichte mit Dy = R und F(z) die zugehérige
Verteilungsfunktion. Im folgenden wollen wir nun spezielle Varianten von f(x) diskutieren.

4.9.2 Rechtecksverteilung
Sei f(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsvariablen X.

Die zu X gehorige Verteilung heisst Rechtecksverteilung oder stetige gleichméissige Verteilung,
wenn gilt:
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Definition:

0 z<a V r>b

1
fl@) = {b—a aswsh

Man rechnet:

o b 1 b
Lu=m=EX")= [2' fl@)de=[z- o= 27T
o p b—a 2
o0 b 1 b 2 b+ b? 24+2ab+b?
2. 02=my—mi= [ xQ-f(x)dx—/ﬂ:fo-—)dx_(‘H_ )gza +ab+0" a”"+2ab+
oo p b—a 2 3 4
_(b—a)?
12
Satz: Vor.:
Rechtecksverteilung
Beh.:

Bsp.: Siehe Seite 69.

4.9.3 Normal- oder Gaussverteilung
Vorbemerkungen

Historisch gesehen ist die Normalverteilung schon von Gauss im Zusammenhang mit der Theorie der
zufiilligen (nicht systematische) Messfehler (Fehlerkurve) benutzt worden. Sie ist aus folgenden Griinden
sehr wichtig:

1. In der Praxis sind viele Zufallsvariablen annihernd normalverteilt. Ein Problem bleibt aber die
Tatsache, dass in der Praxis beliebig grosse Messgrossen wegen der physikalischen Beschranktheit
nicht existieren.

2. Viele Messgrossen lassen sich einfach auf die Normalverteilung transformieren oder sind durch solche
approximierbar.

3. Die Normalverteilung spielt auch bei statistischen Priifverfahren eine Rolle.

4. Die Verteilung additiv iiberlagerter, zufélliger und unabhingiger Gesamtfehler hat als Grenz-
verteilung die Normalverteilung (zentraler Grenzwertsatz).

Verteilungsfunktion

(o)
Aus der Analysis wissen wir: [ et dt = Nz
—00

Hinweis zum Beweis:

R 2 R 2 R 2 R R 2 2
Sei I(R)= [etdt = (IR)?’= [e®dr- [ eVdy= [ ([ e @ )dr)dy

—00 —00 —00 —O0
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Statt iiber das Quadrat [0, R] x [0, R] zu integrieren, kann man auch iiber den innern und #ussern
Viertelskreis in Polarkoordinaten integrieren, die das Quadrat natiirlich umschliessen. Fiir R — oo erhélt
man dann den Grenzwert /7.

Damit kénnen wir folgern:

©0 2 cO 42 00 _42 O _(t—m)?
Jetdt=yrm = [ez di=V2r = [ex2dt=sV2r = [ e 22 dt=s27
—00 —o0 —o0

—00

o0
1 —(t—m)?
= . e 22 dt=1, Df=R
sv2m
—0o0

o0
1 —(t—m)? 1 —t=m)?
Folgerung: 5 e 22 dt=1 = f(x):= -e 22 ist als
T
— 00

S svV2m

stetige Verteilungsfunktion zuléssig.

1 —(z—m)?
e 2-52

Definition: Sei f(z) := @(z;m, s%) =
s
1 2

Sei () :=¢(x;0,1) =

Die Dichtefunktion f(x) definiert eine Normalverteilung oder
Gaussverteilung mit den Parametern m und s zur Zufallsvari-

ablen X.
Verteilungsfunktion:
1 —(,—WL)Q
F(x):=®(z;m,s?) = . / e R
sV2m
—0o0
2 —(X —=m)*
Symbol: X € N(m;s?) (~ Z:TEN(O;U)
Der Graph heisst auch Gaussglocke. Er ist
f symmetrisch zu z = m
o m-s m x

Fiir den Erwartungswert gilt:

p=E(X) = | f@) vdr= | 2 ——e 5"

e 22 dr=m
svV2am

Berechnung der Varianz (z.B. Einsatz von Mathematica):

2
0? = E(X?) — 2 =Gy 0) —p? = %(/ e’ f(x)d)),_, — p* = s

—0o0
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Satz: Vor.:
X € N(m;s?)
Beh.:
1. p=m
2. 02 =4?
Definition: Ist # = 0 und ¢ = 1, so hat man die standardisierte Nor-
malverteilung.
. Flache Kurve: o = 1, steile Kurve: ¢ = 25.
X
Bemerkung:
2 2
1 —(t=m)
F(x):=®(z;m, s?) = . / e~ dt Die Verteilungsfunktion F'(z) ist nicht elemen-
sv2m e tar berechenbar. Man verwendet dazu Rechn-
Pla<x<b)=F(b)— F(a) er (Error function, Erf) oder Tabellen. Oft
1 “ 02 ist ®(z;0,1) tabelliert. Damit ldsst sich auch
P(x;0,1) = —- e”7 dt ®(z; u, 0?) bestimmen.
@on=—=- [ (43 1.0%)
—00
F(z) = ®(aip,0%) = ®(=—F30,1)
=P(z;0,1)
X —
~ X €N(uo?) & Z7Z= MEN(O;l)
o

Zwischen p — o und p + o liegt ca. 68% der Fliche unter der Kurve von f(z), zwischen p — 20 und
u+ 20 liegt ca. 95.5% der Fliche und zwischen p — 30 und p + 3 o liegt ca. 99.7% der Fliche.

Weitere Informationen siehe unter:
http://de.wikipedia.org/wiki/Normalverteilung

4.9.4 Grenzwertsitze von Moivre Laplace

Diese Sétze behandeln die Anné&herung einer Bernoulliverteilung durch eine Normalverteilung.

4.9.5 Lokaler Grenzwertsatz
Geg.:


http://de.wikipedia.org/wiki/Normalverteilung
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Bernoulliverteilung

fn(x):<x>pqu“*«» p=n-p, c?=n-p-q, q=1—p, 0<p<1

Normalverteilung
2

1 _ 22 T —
f(x):\/2—2@ 7, p=n-p, o°=n-p-q q=1—p, 2= eR
To

Wir wollen zeigen, dass fiir ,kleine“ x f,(x) gleichmiissig gegen f(x) konvergiert fiir alle z in einem
beliebigen endlichen Intervall.

Satz: Vor.:
Wie beschrieben
Beh.:
falz) ~ f(z)
Symbol: 7~7: lies asymptotisch gleich

Beweis:
Wir greifen auf die Formel von Stirling zuriick (Seite 30):

k k
~ Kl Vamk (), k;!:x/znk-(g)’f-e%, 0<d<1

Der Beweis dieser Formel ist mit unseren Mitteln ein grosseres Unterfangen,vgl. z.B. Amann u. Escher,
Analysis IT (Bibl.: A2) oder van der Waerden Bibl. A13.

!
~ fala)= (") = e T =
x xl-(n—x)!
n £ 1 A (n—x) RO G N -
271-”.(_)".@1271, . (_) J'.e 12z . ( )_(n_d').e 12 (n—=x) .pJ'.qn_‘]':
e 2t € V2m(n —x) e
2 . . Pp T GO =
1 n+s x 1 1 n—ax &—é’—w_
Tﬂ-.n Z.p x;—i—% . (n_x)(n—x)—k% -q .eT2n  T2a T2(n-a) —
1 Py (T et oL h
V27T -n-p-q T o gn—x) V2m-n-p-q
1 o, P, n—x 1 n-p 1 n-q
re— (22 e T TN e (0,1), h= (x4 =) In(ZP e+ o)1
2 i? ””x_n(”‘”) PO, b= (w+3) (R (0w 5) ()
Sei z= B p, |z2| < K = const., p+q=1

~ h(x):=w(z>=<np+§+zm>-zn(1+z\/z>+(nq+§—zmwn(l—z 2

np
. L [q D

n geniigend gross ~ u; =|z,/—| <1, ua=lz,/—| <1
np ngq

~» In(1+uq),In(1 — uz) sind daher in Potenzreihen um das Zentrum 1 entwickelbar:

U uwoud
1 =Uu———4+—=———+...
n(u) =u 2+3 4—1— ) )
e [y [T 2 [Py, [P 2
np np 2 np nq nq 2 nq
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Hier multiplizieren wir aus, ordnen nach Potenzen von z und vereinfachen (¢ = 1 — p, z.B. Mathematica
verwenden), so erhalten wir:

q—p 5 1 1 1 P 1 3
w(z) = 242" (z — — — +—-R(n,p)- 27,
(2) (2‘/npq (2 2n (1—p) 4np(1l-p) 2n(1—p)) 4D (n,p)
|R(n,p)| < const.(z € (0,1))
. 1 T — i T—n-p
lim w(z) = =22, z= = €la, 0] CR
~ Tim w(z) = & =l

~» gleichméssige Konvergenz

~o e @) = emw(@) L 22 fiir p - 0o

agz:ugﬁ = xan—i—om/npq:np(l—l—oz,/i),
n-p-(1-p) np
p
n—xan—ﬁ\/(npq)=m(1—ﬁ,/n—q)
1 %, @, Pn-2x) 1 1 1 1
= _ = (== - = _ - 7 . (= _ [
7l |12 ( x (n—x) ) 12 (n x+(n—x))
1 1 1 ..
<E-(—+ 7 + 5 ) — 0 fir n— oo
n
np(l+a,/—) nql-=5,/—)
np nq
~ e — 1 fir n— o ) )
R e S N S - B S S SR S
~ fn($) m (& (& _)\/m (& el ) fn(x) m (&
—_——————
0
Satz: Lokaler Grenzwertsatz
a<i=—m= P <5 (z€[af)
n-p-(1-p)
n — oo
Beh.:
1
fn(x) — 622/2
V2men-p-q

4.9.6 Grenzwertsatz von De Moivre/ Laplace

Der Grenzwertsatz von De Moivre/ Laplace ist ein Korollar des lokalen Grenzwertsatzes. Er ist ein
Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes, der hier nicht behandelt wird (vgl. Lit.).

Sei [...] die Gaussklammerfunktion (Floor, Int).
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Satz: Grenzwertsatz von De Moivre/ Laplace
n — 0o,
1 —np—05 b—n-p+05
(z) = 7= /e_“Q/Qdu, a<b a=[L P00 5 (0N PHDO )
v2m J n-p-(1-p) n-p-(1-p)
a<i— TP g
n-p-(1-p)

Beh.:

Pla<X <b) = Zb:

r=a

(Z) pr "t~ 0(f) — 0(a) =

ﬁ

B
L /e_'“2/2 du
2T
(6%

4.9.7 Das Gesetz von Bernoulli der grossen Zahlen

Das Gesetz der grossen Zahlen liefert eine Wahrscheinlichkeitsaussage zur Vermutung, dass sich die
relative Haufigkeit fiir grosse n verhélt wie die Wahrscheinlichkeit.

Sei A: Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit p € (0, 1) bei einem Zufallsexperiment.
Sei X = Anzahl des Eintreffens von A beim n—maligen Ausfithren des Experiments.
Sei e € RT.

Satz: Bernoulli
Beh.: P(E —pl<e) "0
n

Bemerkung: Der Satz besagt also: Die Wahrscheinlichkeit oder Chance, dass die
Abweichung der relativen H#ufigkeit von der Wahrscheinlichkeit
p = P(X) kleiner als jedes beliebige positive & wird, wenn nur n
geniigend gross ist, konvergiert gegen 1.
Achtung: Nur die Wahrscheinlichkeit konvergiert, nicht aber etwa

die Differenz |f —p|. Eine grosse Wahrscheinlichkeit bedeutet nicht
n

etwa Sicherheit!
Wir kénnen die Behauptung aus dem Satz von De Moivre/ Laplace folgern:

Beweis:

x x x
|——pl<e &—e<——p<e &p—ec<—<p+e Sa:=p—¢) n<x<(p+e) n:=>
n n n

= P(|§—p|<5):P((p—a)-n<x<(p—i—a)-n):P(a<x<b):P(a§x§b),

B
1 2 n—oo 1 22
De Moivre/ Laplace ~ Pla<z <b)=— [ e " /Qduffﬂ_/e—u /2 du
L wxs<d) / Ver



94 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG — CALCUL DES PROBABILITES

Denn es gilt:

a:[a—n-p—O.S :[(p—a)-n—n-p—O.S]:[ —-n—0.5 ]:[—E-\/ﬁ 0.5 ]—>—oo
(T—=p) n-p-(1-p) Vinp-(1T=p) VP \/ ’
beta = [ b n-p— 05] (p—l—E)-n—n-p—O.S]: +e - n—05 [—1-5-\/5 | oo

Wm

4.9.8 Bemerkung zum Zufall

Vnep-(L=p VP a \/—

Wie wir eingangs gesehen haben, wird beim absoluten Zufall ein Grund ausgeschlossen, beim relativen
Zufall ist ein Grund jedoch bloss nicht wahrnehmbar, existiert jedoch. Nun macht es aber keinen Sinn
iiber die Existenz einer nicht wahrnehmbaren Sache zu rétseln. Man kann da nur noch glauben, nicht
glauben oder eben die Frage Frage sein lassen.

Wir kénnen daher von folgendem Begriffsverstiindnis ausgehen: Fiir den beobachtenden Menschen ist
es Zufall, wenn das Eintreten eines Ereignisses unvorhergesehen, unbeabsichtigt ist, ohne erkennbare Ur-
sache oder Gesetzmissigkeit. Zufall ist es, wenn das Eintreten eines Ereignisses nicht notwendig aus einem
gegebenen Gesamtereignis folgt, wenn alles auch héitte anders verlaufen konnen. Bloss eine Wirkung ist
sichtbar, eine Ursache aber nicht.

Bei grosseren Ereignismengen werden aber nun dennoch Gesetzmissigkeiten sichtbar. Die relativen
Héufigkeiten von Experimenten nidhern sich den aus Modellen herleitbaren theoretischen Wahrschein-
lichkeiten an (Gesetz der grossen Zahlen). Zufillige Ursachen haben hier also gesetzmiissige, empirisch
beobachtbare Wirkungen. Man kann daher trotzdem die sinnvolle Frage stellen, ob die Resultate nicht
doch aus einem komplexen Wirkungszusammenhang gesetzméssig folgen. Die Vorhersage des Resul-
tates konnte daher nur praktisch zu kompliziert, theoretisch aber méglich sein. (Z.B. Galton—Brett—
Experiment!). Zufall wire daher eine Folge der Komplexitét. Die Sache kann aber auch umgekehrt sein:
Relativ exakt bekannte Ursachen haben manchmal trotz bekannter Naturgesetze eine recht zufillige
Wirkung. Z.B. bei der Wettervorhersage oder bei der Berechnung der Erdposition im Sonnensystem vor
Jahrtausenden. Die unvermeidlichen Messfehler konnen sich bei Berechnungen derart fortpflanzen, dass
der Endfehler den Wertebereich des Resultats iibersteigt. Kleinste Veréinderungen der Ursachen kénnen
grosste Abweichungen in der Wirkung zur Folge haben (Schmetterlingseffekt).

Man denke in diesem Zusammenhang an die Ausschweifungen des Determinismus (Laplace’scher Dédmon,
Negation des freien Willens) oder an die Unschiirferelation (gesetzmissige Beschreibung des Unbekan-
nten).

4.9.9 Tschebyscheffsche Ungleichung

Sei Y eine beliebige Zufallsgrosse, die nicht normalverteilt sein muss. E(Y) sei der Erwartungswert,
Var(Y) sei die Varianz und ¢ sei eine beliebige positive Zahl. Dann gilt (ohne Beweis, vgl. Anhang):

Formel: Tschebyscheff
Var( )
)

P(lY —EB(Y)| > ¢) <

4.9.10 Logarithmische Normalverteilung

5 1 —(t— ML)
Sei t)i=o(tpp,03) = ——e 271
f ( ) ‘P( 1% L) . \/ﬂ
= Dichtefunktion der Normalverteilung, Parameter p;, und oy, Zufallsvariablen Y.
—(t—pg)?
~» Verteilungsfunktion: F(y) := ®(y; 1L, a'%) = 203t

1
S e
oL V2w /
— 00
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~» Y ist normalverteilt.

Sei X =log(Y), x=1log(y) (Substitution)
Falls in f(y) einfach y = log,(z), a¥ = = gesetzt wird, entspricht das Vorgehen nicht der bekannten
Substitutionsregel. Wegen der Normierung muss gelten:

w° r=a™ dy T log, (e
1= [ i@y =" ftogae) o= [ fog, ) ) g
—oo r=a"> A
Definition: Gegeben sei die Dichtefunktion:
0 x <0
h(x) = log, (e
) %U p(log,(2); pr,02) x>0

Die durch h(z) gegebene Verteilung heisst logarithmische Nor-
malverteilung oder Logonormalverteilung.

Die Verteilungsfunktion erhilt man aus der Substitution von F(y) := ®(y; ur,, 0% ):

—(oga(x)—pp)?

\1/ '/e b 08al0) 4,
oL V2w J t

Formel: H(z) =

Fiir a = e erhélt man durch Berechnung von Erwartungswert, Streuung und Median fiir die Logonor-
malverteilung:

Formel: E(X) = errtoi/2
Var(X) = e2HLtol (e"% —1)
To.5 = el*
Anwendung: Zeitstudien, Lebensdaueranalysen.

Normalverteilung: Additive Uberlagerungen ~» Logonormalverteilung:Multiplikative Uberlagerungen.

4.9.11 Exponentialverteilung

Es gilt:

x « | jw=co

Joae T dy = ——e 7| :—(e_("o) —e_(o)):—(O—l)zl

o @

Definition: Die stetige Zufallsvariable X geniigt einer Exponen-

tialverteilung mit dem Parameter «, wenn sie folgende
Dichtefunktion besitzt:

~» Verteilungsfunktion:
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[ f)dt=[aetdt=1—e"

—0o0 0

Formel:

[ee] [ee]
oo | 1
p=EX)=[zae*dr=x-—e *7 lo —/(—1)@“”6[30:O—O—i—/e_‘”dx: —e |, = -
0 0 0
o 2 1 1
anar(X):Ofﬁ-ae“”dw—;ﬂ:...:?—?:?
. 1 1
F(zos)=1—e %05 = - = ... = x05=—In(2)
2 o
Anwendung: Zeitmessungen (Atomzerfall, Arbeitszeiten, ... ), Lebensdauer.
4.9.12 Weibullverteilung
Definition: Eine stetige Zufallsvariable X besitzt eine dreiparametrige

Weibull-Verteilung mit den Parametern ¢ > 0, b > 0 und c,
wenn ihre Dichtefunktion wie folgt gegeben ist:

0 r<ux
== b - T—c
f(z) _(30 C)b—l () s e
a  a
~» Verteilungsfunktion:
Formel:
0 r<ux
F(z) { I—e—(Z<)Y z>c

c =0~ Zweiparametrige Verteilung
a =1~ Reduzierte Verteilung
Bekannt aus der Analysis:

Symbol: Sei I'(z) die Gamma—Funktion.
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(o)
Definition: D(z):= [ett*"dt, >0
0
1
Formel: 1) =1, F(§) =vm I'(@)=(z—-1)T(z-1)

Durch Berechnung erhilt man:

1
Formel: u:E(X):c—l—a-I’(l—l—g)

02 =Var(X)=a2(T(1+ %) —-T?(1+ %))
$Q,5)C+ a(ln(2))1/b

Anwendung: Lebensdauer— und Zuverlissigkeitsanalysen.

4.9.13 Gammaverteilung

Definition: Eine stetige Zufallsvariable X besitzt eine Gammaverteilung
mit den Parametern b > 0 und p > 0, wenn ihre Dichtefunktion
wie folgt gegeben ist:

0 x <0
_ »
f(.]?) - b xp—l e—ba; >0
L'(p)
Bemerkung: Die Exponentialverteilung ergibt sich als Spezialfall der Gam-

maverteilung fiir b = o und p = 1. Fiir p € N heisst die Verteilung
auch Erlangverteilung.

Formel: w=EX)= Z—;, o =Var(X) = =

Anwendung: Zuverlissigkeitsanalysen (Lebensdauerverteilung), Bedienungszeitenverteilung.

4.9.14 Ausblick

Um weitere wichtige Verteilungen behandeln zu kénnen, miissen wir erst Kenntnisse der mehrdimension-
alen Zufallsgrossen (Zufallsvektoren) erwerben. Wichtig sind die Priifverteilungen fiir statistische Tests.

4.10 Zufallsvektoren und deren Verteilung

~» Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeit

4.10.1 Fragestellung, Begriffe
Zufallsvektor, Verteilungsfunktion

Bis jetzt haben wir eindimensionale Zufallsgréssen X betrachtet, die Werte € R annehmen koénnen.
Die Verteilungsfunktion ist dann eine Funktion einer unabhéngigen Variablen.
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In einem Zufallsexperiment konnen jedoch verschiedene Ereignisse eintreten, die unabhéngig oder
abhéngig sein konnen. Ebenso kénnen zur Beschreibung eines Zufallsexperimentes mehrere Zufallsvari-
ablen notwendig sein, die unabhéngig oder abhingig sein konnen. Wir wollen hier den Modellfall von
zwel Zufallsvariablen kurz studieren. (N = 2.)

Bsp.:

Bei der Qualitéitskontrolle eines Loses von Zahnradwellen werden die Dicke X und gleichzeitig am selben
Stiick jeweils auch die Lénge Y kontrolliert. Dicke und Léange werden jeweils in einem separaten Arbeits-
gang gefertigt. Sie konnen daher als unabhingig angesehen werden. Da die Messungen jedoch paarweise
vorgenommen werden, hdngen Y und X dennoch irgendwie zusammen. Das fithrt zu Spezialfragen der
mathematischen Statistik, auf die hier nicht eingegangen werden kann.

Seien X und Y zwei diskrete oder continuierliche Zufallsvariablen, die bei einem Zufallsexperiment
auftreten. ~» X kann Werte annchmen in {z1,x2... 2% ...} oder in R (allgemein z € R) und Y Werte
in {y1,92... Yk ...} oder in R (allgemein y € R).

-» X
Definition: Der Vektor X = <Y> heisst zweidimensionaler Zufallsvektor.
X
Entsprechend ist X = : ein n—dimensionaler Zufallsvek-
X,
tor
Sei A = {w} ein Ereignis, das bei einem Zufallsexperiment mit zwei Zufallsvariablen eintritt. Dann
= X
nimmt X den Wert X(A) = = an und gleichzeitig nimmt Y den Wert Y (A) = y an. D.h. X = <Y>

nimmt den Wert <y> (oder kurz das Wertepaar (z,y)) an. <y> ist dann eine Realisierung von X.
x x

Bemerkung: Statt von einem Paar (X,Y) von Zufallsvariablen zu sprechen,

kann man auch von einem Wahrscheinlichkeitsvektor X =

X
sprechen. Der Wahrscheinlichkeitszusammenhang des Paares

(X,Y) (Wahrscheinlichkeitsfunktion) ist dann gegeben durch eine
Doppelfolge ((zi, Yk, pik))-

(Fiir die Entwicklung der Theorie beschriinken wir uns hier auf N = 2. Die Ubertragung auf N > 2 ist
problemlos.)

Fiir die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten definieren wir:
Definition: Flz,y)=P(X <z ANY <y), z€R, yeR
Im diskreten Fall ist speziell:

pik i =PX=2; NY =uy)

~» F(x,y) ist eine Funktion R? iR [0, 1].
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Eigenschaften:

1. Fist in X und in Y monoton wachsend sowie rechtsseitig stetig.
2. F(—o00,y) =0, F(z,—00) =0, F(oco,00)=1
Diskreter Fall: Spir=1
ik
3w <w2 Ay <y2 = F(zz,52) — F(a2,y1) — F1,y2) + F(21,51) <0

4. P(X<z)=P(X <z,Y <) = F(z,0)
P(Y <y)=P(X <00,Y <y) = F(o0,y)

Die ersten beiden Eigenschaften sind unmittelbar einsichtig. Bei der vierten Eigenschaft handelt es sich
um eine Spezialisierung (Projektion oder Restriktion von Dp = RY auf R ™). Die dritte folgt wegen:

F(anyQ) _F(anyl)_F(xlay2)+F(x1)y1)
=(P(X S22, Y ) = P(X S22, Y <p1)) = (P(X S0, Y o) + P(X <21, Y <))
=(P(X <2, Y <) = P(X <22, Y <py)) = (P(X <21, Y <) = P(X <21, Y <))

=P(X<zo,51 <Y <y2) =P(X<z1,51 <Y <y2)
ZP(X ng,yl <Y§y2) —P(X §$1,y1 <Y§y2)
P($1<X§$2,y1<Y§y2)20 (P(,)E[O,l]') @

Randverteilungen, unabhingige Zufallsvariablen

Fiir die Restriktionen definieren wir:

Definition: Randverteilungen der zweidimensionalen Zufallsvariablen X:

Fx(z):=F(x,0)=P(X <2)=P(X <z,Y <)
Fy(y) :=F(oo,y) = P(Y <y) = P(X < 00,Y <)

Bemerkung: Fx(z) und Fy (y) sind die Verteilungsfunktionen der Komponenten
X und Y.

Sei A={X<2z,Y<o0)}, B={X<0,Y<y)} = ANB={X<uzY <y)}

Fiir unabhéngige Ereignisse gilt nun:
P(AnB)=P(A)- P(B)

~ F(z,y)=P(X <,Y <y)=P(ANB) = P(A)- P(B)
P(X z,Y <00)) - P(X <00,Y <y) = Fx(z) - Fy(y)

Daher kénnen wir den Begriff der Unabhéngigkeit von den Ereignissen auf die Variablen iibertragen:

Definition: X und Y heissen unabhéngig, wenn gilt:
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Identisch verteilte Variablen

X1
Sei X: ) XT:(Xla---;XTL)M Fg($1,$2;---,$n):P(X1 lea---;X'rLan)
XTL
Definition: Falls alle Vektorkomponenten X;, (i = 1,...,n) dieselbe
Verteilungsfunktion Fz(Z), (Z = Xi,...,X,) besitzen, so heis-
sen die X; identisch verteilt.
Definition: Die Variablen X;, (i = 1,...,n) heissen vollstindig un-
abhingig, wenn jede der Variablen von allen andern unabhéngig
ist.

Mittels der Definition fiir n = 2 kann man folgern:

Satz: Vor.:

Xi, (i=1,...,n) vollstindig unabhingig und identisch verteilt
Beh.:

Vierosen) P (@1, @2, 2n) = F(21) - Fa2) - ... Fan)

Bemerkung: F bestimmt in diesem Fall also F'g.

4.10.2 Der diskrete Fall
Sei pik::P(X:xiaYZyk) ::f(xiayk)a in €N

Allgemein sagen wir:

—

X
Definition: X = <Y> heisst diskret, wenn {x;,yr} resp. {zi, Yk, Pik}
abzahlbar ist.

Formel: F(x,y) = > Dik

i<z, Yr<y
Bsp.:

Bei der Qualitétskontrolle eines Loses von Zahnradwellen werden die Dicke d und gleichzeitig am selben
Stiick jeweils auch die Linge I kontrolliert. (Dicke und Lénge werden jeweils in einem separaten Arbeits-
gang gefertigt. Sie konnen daher als unabhéngig angesehen werden.) Wir kénnen die Werte von X und
Y frei wie folgt festlegen:

| Kriterium: | X | Y |
d innerhalb der Toleranz | 1 =0 —
d ausserhalb Toleranz To =1 —
{ innerhalb der Toleranz — y1 =0
[ ausserhalb Toleranz — yo =1

Aus Erfahrung wissen wir:
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| Kriterium: | Menge: |
Ausschuss 5%
d falsch 1%
[ falsch 3%
d und [ falsch 1%

101

:= p.1 heissen Randsum-

Konsequenz:
X 0 1
Y
0 P11 = 0.95 P21 = 0.01 P11 = 0.96
1 P12 = 0.03 P22 = 0.01 P2 = 0.04
| | p1.=098 | po. =0.02 | pror =1 ]
(Z.B.ist: p11+p21=p1, p1=PY =0)..)
Definition: Wahrscheinlichkeiten wie fy (Y = 1)
men.
Ubersicht iiber die Randsummen:
p1 = PY =0) = pi1+pa1 = 096
p2 = PY =1) = piatp2 = 0.04
pi. = P(X=0) = pi1+p2 = 098
p2. = P(X=1) = pa1+p2 = 0.02
Es gilt:
Satz: Ix(X=z)=p. =

Y pk=papi. =1
3

(X =) = pix
%

(Y =y)=pr=PY =y) = Zp'““

Aus der allgemeinen Definition der Unabhéngigkeit von Variablen folgt:

Korollar: Diskrete Variablen X und Y unabhéngig

Y(i,k) Pik = Di- " Dk

Bsp.: p1.-p1=0.98-0.96~0.94=# p;1 =0.95

~> In diesem Beispiel sind die Variablen nicht unabhéngig! ~» dans cet exemple les variables ne sont

pas independantes!

4.10.3 Der stetige Fall

Wir betrachten wieder den zweidimensionalen Modellfall.
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Definition: Wir nennen X stetig, wenn X iiberabzihlbarunendlich viele
reelle Wertepaare annehmen kann und zudem eine Wahrschein-
lichkeitsdichte f(xz,y) gegeben ist mit einer (stiickweise) stetigen
Verteilungsfunktion F'(z,y) mit:

F(z,y) = f ;f(u,v)dudv

— 00 —O0

Aus den allgemeinen Definitionen folgt:

Folgerung:
L f(z,y) >0
(o) o0
2. F(co,00)= [ [ f(u,v)dudv=1
—00 — 00
Fiir die Dichte der Randverteilungen gilt:
(o) (o)
Folgerung: Ix@)= [ flx,y)dy, fr(y)= [ flz,y)dx
—00 —00

Aus der Unabhéngigkeitsdefinition durch die Verteilungsfunktion (F(x,y) = Fx(z) - Fy (y)) kann man
mit Hilfe des Mittlewertsatzes der Integralrechnung folgern:

Satz: Vor.:
X, Y unabhéngig

Beh.:
f(z,y) = f(2)- f(y)

4.11 Mehrdimensionale Erwartung

4.11.1 Erwartung, Mittelwert

Wir betrachten wieder den Modellfall n = 2. Sei f(x,y) die Wahrscheinlichkeitsfunkton resp. die Dichte.
Analog zum eindimensionalen Fall kann man auch jetzt Kenngrossen fiir X oder Y definieren:

Definition: Erwartungswert F(g(X,Y)) einer gegebenen Funktion g(X,Y):
o> g(wi y) - fis k) dis.
ik

E(g(X,Y)): = 00 oo
| [ g9(z,y) f(z,y)dxdy cont.
Voraussetzung:
SNl f oder [ [ lgl- fdrdy

exist. resp. conv.
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Wie im eindimensionalen Fall folgert man (Rechnung):

Satz: Eag(X,Y)+bh(X,Y))=aE(g(X,Y)) +bE(h(X,Y))

Speziell: a=b=1, g(X,V)=X, h(X,Y)=Y ~

Korollar: EX+Y)=EX)+ E®Y)
Verallgemeinerung:
Satz: Additionssatz fiir Mittelwerte

EXi+Xo+...+X,))=EX1)+EX2)+...+ E(X,)

Allgemein ist E(X?) # E(X)?.

Bsp.: Wiirfeln ~ E(X)= g

= = £ (5)? = B(X)?

| =
D

E(X?) = él k2

Fiir unabhingige Variablen gilt jedoch infolge von f(x,y) = f(x) - f(y) resp. von F(z,y) = F(z) - F(y)
z.B. im diskreten Fall:

BXY)= Y ai-yk- flwiy) =Yz fx(@) >y fy(m) = B(X) - E(Y)
i k i k
Entsprechend im stetigen Fall. ~»

Konsequenz:
X, Y unabhéingig = E(XY)=EX) -EY)

Verallgemeinerung:
Satz: Multiplikationssatz fiir Mittelwerte
i #k = X;, Xj unabhingig
Beh.:

E(Xy Xz-...-X,) = B(X1)- E(Xy) -...- B(X,)

4.11.2 Varianz, Kovarianz, Korrelation
Bekannt vom Fall mit einer Variablen:

o’ = B(X?) — p* = E(X — px)?)
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Wir definieren:

Definition: Varianzen:
0% = Var(X) = B((X - px)?)
0% = Var(Y) = B((Y — py)?)

Sei Z=X+4Y

~ 0%y =0% =E(Z?) — (nz)* = E(Z*) — (E(2))> =E(X?+2XY +Y?) — (E(X +Y))?
=E(X?)+2E(XY)+ E(Y?) — (E(X ) (Y))2

=EB(X)+2E(XY)+E(Y?) - E(X)2 -2E(X)E(Y) - E(Y)?

= (B(X?) - B(X)*)+2(BE(XY) - E(X)E(Y)) + (E(Y?) - E(Y)?)

=0% +2(BE(XY)—- E(X)E(Y))+ 0%

Definition: oxy :=cov(XY):=(E(XY)—-EX)EY))
heisst Kovarianz von X und Y

Es gilt:

E((X —px)(Y —py)) =E(X Y = X - py — px Y + px - py))
=E(X-Y)—py BE(X)—px -E(Y)+px py-E(l) =E(X-Y)— py - px — px - gy + px - py
=BEX-Y)—px -py =EX-Y)-EX)EY) = E(X —px)(Y —py)) =oxy

E(X —px)(Y —py)) _ oxy _ cou(XY)

Definition: PXY = — _
oxX 0y ox 0Oy OxX Oy
heisst Korrelationskoeffizient von X und Y
(UX, Oy 7é 0)

Man sieht unmittelbar:

Satz:
L 0%y =0z =0x +0v +20xy =0% + 03 +2cou(XY)

2. UXY—COU( Y)=E(XY)— pux py
=EBEX-Y)-EX)EY)=E(X —px )Y — py))

3. oxy =0y x, cov(XY)=cov(YX)
4. X=Y = |pxy|=1

5. lpxy| <1

Zur letzten Behauptung (die andern sind bewiesen) betrachten wir als Beispiel den stetigen Fall:

pxy = E((X = px)(Y —py)) E(X —ux)(Y — py))
oX Oy (E g(X 1x)2) E((Y — py)?))z

= pxy - (E(X —pux)?) E((Y — py)?))? E(goXooux)(Y L))

[o olENe o}

= oo ([ [ @ fagdzant ([ [ @ m s dady)®

—00 —00 —00 —00

ol

y - (I - I2)

Iy Iy
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//x—ux)(y py) - f(z,y)dedy = pxy - (11 12%=//x—ux y—py) - flz,y)dvdy

—00 —00 —00 —00

Hier wenden wir auf I - I die Ungleichung von Cauchy—Schwarz an.
(Cauchy-Schwarz: ([ |fg))* < (] f*)- (] ¢*). Jfa< [1fal = (JF9?< () (Jg*))
G G G G G G G G

(Die Ungleichung von Cauchy—Schwarz ist bekannt als ,,Skalarprodukt—Ungleichung“. Sie gilt auch im
diskreten Fall entsprechend.)

Daraus folgert man:

PXY - _f f (x—py)-(y—py)- f(x,y)dxdy)Q)%S_jo _70(x—ux)(y—uy)-f(x,y)dxdy = |pxy| <1

©

Seien X und Y unabhingig ~ P(XY)=P(X)-P(Y) = cov(XY)=0xy =E(XY)-EX)E(Y) =

cov(X'Y
B(X)E(Y) ~ BX)E(Y) =0 = pxy = XY o (5 0y £0)
OxX 0Oy
Satz: Vor.:
X und Y unabhéngig
Beh.:
cou(XY)=pxy =0
Bemerkung: Im Falle cov(XY) = E(X — pux)(Y — py)) = 0 kann man
E((X — px)(Y — puy)) als ein Skalarprodukt begreifen, dass 0 ist.
Man hat es daher mit senkrecht stehenden Vektoren zu tun.
Im Falle pxy = 1 wird die oben angewandte Cauchy—Schwarzsche
Ungleichung zu einer Gleichung. In diesem Fall kann man den fol-
genden Satz folgern (Beweis vgl. Kreyszig, Bibl. A10):

Satz: Zwischen zwei Zufallsvariablen X und Y mit positiver Varianz besteht dann
und nur dann eine lineare Beziehung ¥ = o X 4+ f resp. X =Y +§, wenn
|pxy| =1 gilt.

Konsequenz:

Der Korrelationskoeffizient (vgl. auch Seite 180) ist somit ein Mass fiir den linearen Zusammenhang
zweier Zufallsvariablen. Dieser Sachverhalt kann zur Priifung eines linearen Zusammenhanges benutzt
werden.

Achtung:
Ein formaler Zusammenhang beweist keinen kausalen Zusammenhang!

Bsp.: (Beispiel zu ,formalem und kausalem Zusammenhang“.) Von Norden bis Siiden nimmt die
Korpergrosse h ab, jedoch die Anzahl der Katholiken k£ zu. Die Korrelation h ~ % ist aber bekanntlich
eine Scheinkorrelation!
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Bemerkung: Scheinkorrelation findet man héufig in interessenpolitischen Argu-
menten. Fiir den Laien sind sie oft plausibel. . .

Sei X +Y =27, XY unkorreliert ~»
cov(X,Y)=0=EXY)-EX)EY) = E(XY)=E(X)E(Y)~ X,Y unabhingig

Oben haben wir hergeleitet:

02 =0%+0% +20xy =0% +0% +2cov(XY)+o%+0% +0 = Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)
Satz: Vor.:

Xi,..., X, unkorreliert

Beh.:

1. Xi,..., X, unabhéngig
2. Var(Xi+...+ Xp) =Var(Xy) + ...+ Var(X,)

4.11.3 Der diskrete Fall

Folgerung:

1. E(g(X, Y)) E(g(X))
= E(g(X) Zg(xz Zf(xz,yk Zg(xi)-fx(xk)

~» Formel fiir eme eanlge Variabel, o. k !

2. Erwartungswerte'

125’ ::E( sz fX(x’L —szz Dik
py = E(Y) -=Zk:yk-fx(yk —ijzyk'pik

4.11.4 Der stetige Fall

Analog zum diskreten Fall kann man auch jetzt Kenngrossen fiir X oder Y definieren:
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Definition:
L E(g(X.Y)) = E(g(X)) _ .
= E(g(X))=_f g(x)_f flx,y)dyde = [ g(x)- fx(z)dx

~ Formel fiir eine einzige Variabel, 0.k.!

2. Erwartungswerte:

[ee] [ee] [ee]
px =EX):= [ z-fx(@)de= [ [ z-f(z,y)dzdy
—0o0 — 00 —0O0
o0 [ee] [ee]
py =EY):= [y fx(ydy= [ [y flx,y)dedy
—0o0 — 00 —0O0
4.12 Mehrdimensionale Verteilungen
4.12.1 Zweidimensionale Normalverteilung
Im stetigen Fall spielt diese Verteilung eine besondere Rolle.
s . . X .
Definition: Gegeben seien die Parameter ux, puy,ox, oy, pxy - <Y> besitzt

eine zweidimensionale Normalverteilung, wenn die Dichte durch
folgende Funktion gegeben ist:

f( ) 1 _h(a;yy)
z,y) = e
Y 2rox oy \/1— piy
1 (z—px)?®  pxy(@—px)ly—py) | (y—py)®
h(x,y)— 3 ( 2 -2 + 2 )
(1= pxy) Ox oxX 0y oy
z,y, € R

Ohne Beweis folgender Satz:

Satz: Vor.:

1. X besitzt eine zweidimensionale Normalverteilung
2. conv(XY)=0
Beh.:

1. X, Y unabhéngig

1 emux)? | (yeny)?
1 z ( -2 + ) )

2. f(xay) =

7.6
2mox Oy

1 221
3. ux =py =0, 0% =0y =1 = f(%y)zﬂ'e_%(ﬁ*ﬁ
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4.12.2 Stichprobenfunktion, Testverteilungen

Bemerkung: Die in der Statistik wichtigen Verteilungen kann man in zwei
Klassen einteilen: Verteilungen, die im Zusammenhang von math-
ematischen Modellen von Zufallsexperimenten auftreten und
Verteilungen, Testverteilungen oder Priifverteilungen, die die
Grundlage statistischer Tests bilden. Testverteilungen sind hier
Verteilungen von Stichprobenfunktionen.

Seien im Folgenden alle Komponenten X;, i =1,...,n von X unabhéingig und identisch normalverteilt
mit dem Erwartungswert p und der Varianz o?. (~ Stichprobe vom Umfang n mit N(u,0?). Die
Grundgesamtheit sei normalverteilt.)

Mittelwert—Verteilung

Diese Verteilung ist die Verteilung der Stichprobenfunktion X. Sie ist wichtig bei der Behandung der
Vertrauensintervalle (Konfidenzintervalle) fiir den Mittelwert einer Normalverteilung bei bekannter
Varianz. Dabei gilt:

o1 1 —
X=—(X14+Xo+.., Xp) == > X,
n nizl

2

= o
Satz: X ist normalverteilt mit dem Erwartungswert p und der Varianz — ~»
n
2
o
N (Ma _)
n
Bemerkung: Es ist wichtig zu bemerken, dass der Satz auch ndherungsweise

noch gilt, wenn die dazugehorige Grundgesamtheit mit denselben
Parametern beliebig verteilt ist.

i} X
Sei X luz=n(X)= U”\/ﬁ

Die Koordinatentransformation h bewirkt, dass der Satz ein Korollar ist aus folgendem Lemma:

Lemma: Vor.:

X;, 1=1,...,nvon X
X; unabhingig, identisch normalverteilt mit N (u, 0?)

1
(X1 +Xo+...,Xy)

X ==
;;(
Y
o
Beh.:

Z geniigt der standardisierten Normalverteilung nach N (0, 1)

Dieses Lemma wiederum ist ein Korollar (Spezialfall) eines allgemeineren Satzes, wie man unmittelbar
einsehen kann:
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Satz: Summe unabhiingiger normalverteilter Variablen
Seien Xi, Xo, ..., X,, unabhéngig, normalverteilt mit
Mittlewerte g1, o, ..., tn
Varianzen o%,0%3,...,02
Beh.:

n
>~ X; normalverteilt

i=1

n
Mittlewert p= > p;
i=1

n
Varianz o2 = 3" o2

i=1

Fiir den Beweis benotigen wir folgende Formel:

Lemma:
Vor.:
Z=9X,Y)=X+Y X, Yunabh.
Dichten: X~ fi(z), Y ~ foY)
Beh.:

-] f2<y><7yf1<x> )
f1 € stetig = f(z f fi(x) fo(z —y)da = ?fl(Z—ﬂﬁ)fQ(y)dy

Beweis Lemma:

Von Seite 102: flz,y) = fa(z) - f2(y)

r=z—y

F(z) = A+f<ff(x,y)dxdy= +f<ff1 dxdy—_f (f2(y) _f fi(z) - dx) dy ©
z=ux+y, Z—f;:l:F(z)z/fg /flz— dx)dz:f():dizF(z)z
d—/ oty /flz— )d2) dy—/fz /flz— Jaydy= [ (o) iz = )y

Zieht man bei der Berechnung von F statt fo die Funktion f; nach vorne, so folgt:

ffl ) f2(z —y) dy ©

Beweis Satz:

1. Induktion, Verankerung: n = 1: X = X ist normalverteilt.

2. Induction, Vererbungsgesetz von n =1 auf n = 2.
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Sei zuerst: X = X7 + X

1 —1 (2 1 _1(z=p2)
Nach Vor.: T) = e , e 2 oy
fi(@) B on fa(z) = Tron
o0 1 Boy=i 1 vtz
= fflx— ) o(y)dy = [ T ) e R gy

0o V2mOoq V2mog
o0

1 T —y L Y L
./e é( Jll_,’_J l2)dy

:27r0102
—0o0
. 1 xr— —
Sei =1+ p, 0% i=0f+ 03, Vi=—o S MQ)
2 g1 g9
_ T —
Sei Vi = 7 y_01u2+022(30 Ml)), Vy = H
0102 (o

Durch ausmultiplizieren, gleichnamig machen und umformen zeigt man, dass die folgende Identitét
gilt (viele Terme ~ z.B. mit Mathematical):

V = ‘/'12 + ‘/'22
V5 ist unabhéngig von y, V; := 7 wird als neue Integrationsvariable verwendet:
o0 [ee]

1 1 2 2 1 1 2 1 2
S VTV gy = — = 73 Vs -2 Vi g
~ f( ) = 2moy 09 /e y 2moy 09 € /e 4

— 0 —00

[ee]
— 1 1V22-/6 27 dy
2moy 09
—0o0
dv, d T
Es gilt: ca_fr_ 97 dyzalanT, /6_%7—2d7'=\/27'r (p. 89)
dy dy 0102 o
—0o0
[ee]
= f(ac)zi1 '6_%‘/22'/@_%72 AL TS CIINGY T SN 1C D)
21 o 02 o 210 o
—0o0

~ Fir n = 2 ist X damit normalverteilt.

Induktionsschluss von n = m auf n = m + 1:

Vor.: Y1 =X,41, Yo = Z X; normalverteilt.
=1

Gesetz: Y7, Yo normalverteilt
~» Wie bei X7, X5 auch Summe normalverteilt.

m m—+1
~ Beh.: Y1 +Y2=> X;+ X;n41 = >, X; normalverteilt. ©
i=1 i=1

Durch Integralsubstitution findet man noch den folgenden Satz:

Satz:

X normalverteilt mit N(u, 0?)
X =c¢1-X +c¢9, ¢1,c0 = const. (Lineare Transf.)

Beh.:

X normalverteilt
fi=c1-p+ca, 02 =ci-0?
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Die Formeln fiir i und 2 sind schon auf Seite 76 in allgemeiner Form hergeleitet worden.

4.12.3 Chi—Quadrat—Verteilung

Definition, Verteilungsfunktion

Sei S? =

1 < -
. Z(X,L- — X)? (empirische Streuung)
n—

i=1

Zur Erinnerung: X; ~ N(u,o?)

Damit kann man die folgende Stichprobenfunktion bilden:

sps Q_n_l 2 _ 1 . V)2
Definition: X' = S ——QZ(X,L—X)

Im Falle von N(0,1) (u =0, o2 = 1) erhalten wir: Au cas de N(0,1) (u =0, o2 = 1) nous obtenons:

n
=) XZP=X{+X3+... +X2
=1

x? ist wieder eine Zufallsvariable. Die Herleitung der Wahrscheinlichkeitsdichte von x? ist ein etwas
grosseres Unterfangen (vgl. z.B. Lit. Kreyszig, Bibl. A10). Aus Griinden des Umfangs soll hier auf die
Wiedergabe verzichtet werden (vgl. Anhang). Man erhilt:

Satz: Wahrscheinlichkeitsdichte von x?

@) = {o L, @S0

Knxw2 e 2 x>0

Formel: Fx)=K, [u® e %du

(K, ist auf Grund der Forderung ffooo fz)da = fooo f(z) dx =1 berechnet worden.)

Definition: n heisst die Anzahl der Freiheitsgrade der Verteilung. I' ist die
Gammafunktion.
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Das Bild zeigt f(z) die fiir die Freiheitsgrade
0.4 n=0,1,...,7

Gammafunktion, Gamma— und Betaverteilung

Fiir die Gammafunktion gilt:
(o)
L I(a):= [ettetat
0
2. T(a+1) =al(a) (Partielle Integration)

3.T(1) = [e ¢t tdt [etdt=1
0 0

4. T7@2)=1-T1)=1, I(3)=2-T(2)=2!, ....T(n+1)=n!
1 3. 1.1, J«
.T(2) = I'z)==T(z)=— 8.
5. T(;)=vm TG =5T(5) =% usw
Bemerkung: Die Chi—Quadrat—Verteilung ist ein Sonderfall der Gam-
maverteilung.
Definition: Sei a>0
Die Gammaverteilung ist durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
0 z <0
_ a—1
f($) - e—a; x T Z 0
[(e)
Definition: Sei >0, >0
B(a, ) heisst Beta—Funktion:
L) I'(8)
B(a, 8) i= ——=
(@:5) T(a+7)
Definition: Sei a>0, >0
Die Betaverteilung ist durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
0 <0
f@) = & e 1-a)

Bla, ) x>0
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4.12.4 Satze zur Chi—Quadrat—Verteilung

Mit Hilfe der Formeln fiir die Momente berechnet man:

Satz: Vor.:

Chi—Quadrat—Verteilung

Beh.:

Fiir grosse n kann man die Chi—Quadrat—Verteilung durch die Normalverteilung annéhern. Es gilt:

Satz: 1. Die Zufallsvariable x? ist asymptotisch normalverteilt mit u = n

und o2 = 2n. Fiir grosse n ist:

r—n

F(z) = ®(

)

2. Die Zufallsvariable 1/2x2 ist asymptotisch normalverteilt mit
i =+/2n—1 und o? = 1. Fiir grosse n ist:

F(x) ~ ®(vV2xy2n —1)

4.12.5 t—Verteilung von Student
Herleitung

Die t—Verteilung bildet die Grundlage fiir wichtige Tests. Sie wurde von W.S. Gosset unter dem

Decknamen ,,Student® publiziert.

Wir bilden zu den voneinander unabhingigen Stichprobenfunktionen X (normalverteilt) und Y (x2-

verteilt) die neue Stichprobenfunktion ¢ (oder T'):
X X

VY VY /n
Zur Erinnerung: X;€N(..), i=1,2,....n~ X EN(.)

T= vV, t=

Z.B. fiir p=0und 0% =1 (N(0,1)) erhéilt man:

X X
T=>"\Vm=—— Y =8% m=n—1 (Vgl. Vertrauensintervalle. )

S VY/m’

Definition: Die zu T resp. t gehorige Verteilung heisst Student—Verteilung.

Spéter werden wir zeigen: Z = X normalverteilt (N(0,1)) und Y = S? ist x?2,_, _,—verteilt.
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Definition: n resp. m heisst die Anzahl der Freiheitsgrade der Verteilung.

Die Herleitung der Wahrscheinlichkeitsdichte von T' wollen wir auf spéter verschieben (vgl. z.B. Lit.
Kreyszig, Bibl. A10 resp. Anhang). Man erhélt (T ~ z):

n+1
5 ) 1
= n, 2
\/nﬂf(g) (1+Z_)(7b+1)/2
n

n+1 p

T
F(z)= ( 273 / 21 du
\/nﬂf(g) (1+“_)(7L+1)/2

I(

Satz: f(2)

—00

Definition: Fiir n = 1 erhalten wir die Chauchy—Verteilung.

Sitze

Formel:

1. n = 1: Die Chauchy—Verteilung besitzt keinen Mittelwert und
keine Varianz.

2. n =2 ~» keine Varianz

3.n>2 neN~ p=0 (22, Symmetrie! )

4n>3 = o2=
n—2
Das Bild zeigt f(z) die fiir die Freiheitsgrade
n=1,...,7
Es gilt:
Satz: Fiir n — oo strebt die Verteilungsfunktion f(z) (z ~ z) der T—Verteilung
gegen diejenige der standardisierten Normalverteilung (N (0, 1)).
n+1
o) - ——2 ) ! (1) = —=e 7
) = o 5 — p(r) = e 2
= T 2
\/TL?TF(2) 1+ ?)(n+1)/2 V2w

4.12.6 F—Verteilung von Fisher

Gegeben seien zwei voneinander unabhéngige Stichproben mit den Umfingen n1 und ng. Damit werden
die Stichprobenfunktionen (Zufallsvariablen) X;, X, S?, S3 gebildet: ~»
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_ 1 & 1 _
Xi=—)) Xi; 2 = X1 —X1)?
X S DX
> 1 & 2 1 - > \2
XQZFQZ;XQ'L'; SQZnQ_lg(XQi_XQ)

S? und S2 sind unabhiingig.

Seien die zugehorigen Grundgesamtheiten normalverteilt mit den Parametern ui, ps, o?, o3. Zudem
setzen wir voraus:

Vor.: 02 = o2

Nun bilden wir die folgende Stichprobenfunktion:

(M%) (X (A

]_-_S%_ n1—1 o n1—1 . my o o
=5 = ) = 5 = 5 ,ml—nl—l, mQ—TLQ—l
53 ( X203 ( X2 (ﬁ)
no — 1 no — 1 mo
Definition: Die zu F gehorige Verteilung heisst Fisher—Verteilung oder F—

Verteilung mit (my, ms) Freiheitsgraden.

Die Verteilungsfunktion und die Dichte berechnen sich wie folgt:

Satz: Vor.: F—Verteilung
Beh.:
my1 + mo P —

1. F(z) = P(F < z) ) m %/ 1 dt

xXr) = xXr) = my moy mitm

P(H TS (my £+ mg) 5
” @) = {° r=y
T f@) = By e (a4 my - 2) T 2> 0

(f aus F durch ableiten!)

4.13 Anhang I: Einige Beweise

4.13.1 Formel zur Gammafunktion

Im néchsten Abschnitt brauchen wir folgenden Satz:
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Satz: Vor.: a,b>0

Beh.:
F(a) i F(b) _/ a—1 b—1
———= = [ (1—u)’""du

I'(a+b)
Beweis: Esist: I(a)= [0®e ft*"1dt

~ T(a)-T(b) = ([ettetdt) ([ e Vv Ldv) f fe (t+v) a1 yb=tdtdy = [ [ h(t,v)dtdv
0 0 0 00

(t.0) ot ot

o(t,v 2. A, U T

Co— _ _ Y| ar Qu | = - —(—ur) = —

Sei t=r-u, v=r(l—-u) = or.u g ??_U l—u —r ur+r—(—ur) r
ar  Ou

t=r-u, v=r(l—u), t,7r€[0,00) = re[0,00), uel,0,1,] (Durch Betrachtung der Grenzfille)

[o e}

1 o 1
= //u“_l (1- W)’ trdrdu = (/ e~ (7“)“'“’_1 rdr) (/ e~ (7“)“'“’_1 w1t (1 - uw)’~tdu) =
0 0 0 0

I(a+0b) = 7F1€c(zi —5(5;)) = /e_(’“) (r) ety (1 — )b~ du ©

4.13.2 Dichte der Chi—Quadrat—Verteilung
X;: € N(0,1) ~ normalverteilt , u =0, 0% = 1. Es gilt:
Lo<0 = PX*=X{+..+X2=2<0)=0 = (<0 = f(z)=0)
2. (0<2? <z & —\/2<X;<z) = PX}<2)=P0< X?<2)=P(—Vr <X, <7)

3. X;: € N(0,1) =

u=yz
2 u
V2w J
1 du 1 1 1 1 11
= u? =z Iy [ s R
Sei v=u” u UQ:CZ’U 5V , du d’U2’U dv2 -
v=u=+/T v=x
2 1 v 1 1 e 2
= ()= — = e 2 —dv=— dv
10 =753 J Vv ¢27r0/\/5
d Fi(x) 1 e %
é = = ——— 5 >0
_ 1 1-2 : 1 1
o 2 2 _ 1—-2 -z T -z . —Z
dn=1= x=X{,~ f#)=Kiaz7 e 2_72%1‘(1) rozoe 2_|F(%):¢5\/2—_7T\/5 et ©
2

Damit ist die Formel fiir n = m = 1 bewiesen. Wir kénnen somit einen Induktionsbeweis versuchen.



4.13. ANHANG I: EINIGE BEWEISE — ANNEXE I: CERTAINES PREUVES 117

Sei X=X+ .+ X2 =2, flx) = fu()

Sei die Formel richtig fiir m=n-1.

n—1— x 1 n—_—
’\,)fn_l(x):Kn_lx é26_52ﬁ.x 212@
n—1 -
27 T

Es gilt: X2=X2 0+ X2 Xoo19 fac1(@) A xn o fulz) = fi(a)

Nach Voraussetzung sind die X; unabhingig und daher sind auch y,_; und X2 unabhiingig. Daher
konnen sir die folgende Formel fiir die Dichte von Seite 109 benutzen:

nww=/fux—w.&A@My=/}ﬂx—wa&4@My
% 0

[ee] x
([ ...=[wegen y<0 = f,o1(y) =0, 2>y = 2—y<0 = fi(z—y)=0)
—o00 0
x
z 1 1 e as .y
~ fulz) = [ file —y) - faa(y)dy = : / YT e 2dy
n ‘Of n /27.r 271;11,(7’1—1) J VT —Y
1 / i 1 r
2t yr ol 2 vz oY) )
d
Sei y:i=ux, ye€l0,z] = uz%E[O,l], r—y=z—uzxr=ux(l—u), Tu =% dy = dux
U
. . L o x . - oo T . -
~ I=f(ac(l—u))_i-(uac)%d vdu=(z"%2"T ) JA—u)"2(u) T du =17 f(l—u)_i-qu du
0 0 0
Satz iiber die Gammafunktion von Seite 116
n-2 7 1_ n—1_ ur(n—l) n—1 1 1 n—
~ I =ux"2 {(1—u)2 Lu= ldu=a"> F(;) I( ) +§), a=§>0, b= >0, (n>2)
1 1 . a2 (271 |
F(_):ﬁ:fn(x): .e_i.x%%: ﬂ.e_i.x 22 :f(x)@
2 ; 1 rEt+l) 2 ey
27 - /m-T( ) 2 2 2

Das ist die behauptete Formel.

4.13.3 Dichte der Student—Verteilung

Verteilungen nach Voraussetzung:

X~ N(0,1)~ X < f(z) ::fl(x):\/;_ﬂ-e_é
Vo V=2~ X o f(y) :=f2(y):21% ey ﬁ y>0 (y<0 = foly) =0)
2

X,Y unabhingig ~ f(z,y) = f1(z) f2(y)
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F(z)=P(T<z)= P(i

<z2)=P(X <z-Y/n) ~ F(Z):f f flz,y)dedy =
Y/n z<z-y/n
1 2 ¥y n=2
=/ @Ry = / / T oy P drdy =
e<z/y/n, y>0 Var 2% I(3) e ST 0

0o T=zn/y/n

w2 Y n— w2 % n—
=C, / e_T-e_%-yT2 dz dy = C,, /( / e_T-e_%-yT2 dz) dy,
0 —o00

z<z4/y/n, y>0

1 . y y w Hy y 2
S S— =/ = Y oH=14+2, 200
C \/ﬂQ% @) Sei z u\/;:dx du\/; +n 5 2+n
y
- s ums (@) —y
_ G / / e (uﬁ) e~ 4.yt du) \/ydy = Cn /(/ e 2 y'Td ) du
NG Y yay = NG Y Y
_ 0 —0o0 0 —oo
Co [, [ _#y a2 . 2v 2
e z . 2 Hy:=2 = — = —
n /(/ e y 2 dy)du Sei Yy v Y=o dy dUH
0 —oo
Cn v=00 u=z e 20a 9 Cn v=00 { ur 9 u=z .
~ F(z)= NG / ( / e (ﬁ) —dv)du = NG / (E) E( e (2v) 2 dv)du
’UfO U=—00 . v=0 . U=—00
Cn _nt1 (1 am 20 no1 Cn _nt1 1 ntr n+1
—C ([ @pFae [ eF T - St [ (@)
v=0 U=—00 U=—00
u=z (n+1) u=z
1 ntl / 1 nt1 n—+1 D) / 1 nt1
e —W _— 2 2 . 5 2 du F TL . Y 2 du
=T f [ e ® e tt ) - = T
n+ - n+1
T=) ) A T dF(z) _ I ) 1
nt1 2 ntl
~ F . — )72 — . 2
4.13.4 Beweis Tschebyscheffsche Ungleichung
Sei Y eine beliebige Zufallsgrosse, die nicht normalverteilt sein muss. E(Y) = p sei hier der Er-

wartungswert, Var(Y) = o2 sei hier die Varianz und ¢ sei eine beliebige positive Zahl. Dann gilt:

Formel: Tschebyscheff
Var( )
PY —pl 2 2) < =25
o? o?
Bemerkung: P(lY —pl>e)<— & P(IY —pl<e)>1- =
€ €
Definition: Nichtnegative Zufallsvariable X: Nimmt mit Wahrschein-

lichkeit 1 nur Werte aus Rj an

Wir beweisen erst ein Lemma:
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Lemma: Vor.:
X nichtnegativ , 0>0
Beh.:
? < P(X >9)
Beweis: (Lemma)
1. Diskreter Fall:
E(X)= > xppr > > TPk > Y TminDk >, Opr >=10 ) pr=0P(X >9)
ke{k} kel{k | zx>6}:=H keH keH keH
2. Stetiger Fall:
EX)= [ zf(x)de> [xf(@)de> [z f(x)de > [ @min f(x)dz > [ 6 f(z)dx
—00 0 4 é é
=6 [ f(z)dz =6 P(X >9)
B
Beweis: (Satz)
Sei §=¢% X =|Y — p|*> ~ nichtnegativ

0 = B(Y — u*) = B((Y ~ E(V))*) = E(X) 2 6 P(X 2 6) = P((|Y — E(Y)))* 2 &%)
—2P(Y—E(Y)|>¢) = P(Y-EY)|2e)<Z

4.14 Anhang II: Erginzungen

4.14.1 Quadratsumme contra Betragsumme

2

1. Frage: Fiir welches c ist die Quadratsumme ), (z; — ¢)* minimal?

n

~> %Z(%—C)QZZ(_U-Q(%—C)Z—QZ(xi—c)zo = inzzczn-c

i=1 i=1 i=1

i
1 n

= c:_.E T, =T = c=I~ c= Mittelwert
n

2. Frage: Fiir welches ¢ ist die Betragsumme ), |z; — ¢/ minimal?

d n d n n
~ % Z |x1 - C| = % ngn(xz - C) ! (xz - C) :lw%;ﬁc, sgn=const Z(_l) : Sgn(x't - C)
i=1 i=1 i=1
=—(1-1-..-D+(Hl+1+...41) =0
x;<c Ti>cC
= —(l-1—...-P)=(+1+1+...+1)
x;<c Ti>cC

~» (Anzahl ,Werte < ¢*) = (Anzahl ,Werte > ¢“) ~ ¢ = Median



120 KAPITEL 4. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG — CALCUL DES PROBABILITES

Konsequenz:

ol

> i(x; — ¢)? wird minimal fiir den Mittelwert ¢ = z, |2; — ¢| wird minimal fiir den Median ¢ = Z.

i=1

4.14.2 Verteilungstreue u.s.w.

Auf Seite 109 haben wir folgenden Satz gesehen:

Satz: Summe unabhéingiger normalverteilter Variablen
Seien X7, X5, ..., X,, unabhéngig, normalverteilt mit
Mittlewerte g1, po, ..., tin
Varianzen o%,03,...,02
Beh.:

n
>~ X; normalverteilt
i=1

n
Mittlewert p= > p;
i=1
n

Varianz o2 = 3" o2
i=1

Summen unabhéngiger normalverteilter Variablen sind somit wieder normalverteilt. Dieses Verhalten
tritt aber auch bei anderen Verteilungsarten zutage:

Satz: Vor.:
X,Y unabhéngig

X : € Bi(n1,p), Y : € Bi(na,p)

Beh.:
X +Y: € Bi(ny +na,p)

Zum Beweis in einem Spezialfall:

Sei X = Anzahl des Eintretens des Ereignisses A mit p(A) = p bei n;-—maligem Wiederholen des
zugehorigen Versuches und Y = Anzahl des Eintretens des Ereignisses A mit p(A) = p bei ny—maligem
Wiederholen des zugehorigen Versuches. Offensichtlich gehort dann X + Y zum selben Versuch mit
p(A) = p: X +Y = Anzahl des Eintretens des Ereignisses A bei n; + no-maligem Wiederholen des
zugehorigen Versuches. Die Verteilung ist immer eine Binomialverteilung. (Zum Beweis vgl auch Lit.
A4)

Da die Binomialverteilung sich bei np = A\ = const. einer Poissonverteilung annéhert, ldsst sich der Satz
auch auf die Poissonverteilung iibertragen:
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Satz: Vor.:
X,Y unabhéngig
X: e PO()\l), Y : € BZ()\Q)

Beh.:
X+Y: EBi()\l +)\2)

Fiir die Beweise der folgenden Sitze sei auf die Literatur verwiesen (falls nicht schon erledigt):

Satz: Vor.:
X.,Y unabhéngig
X,Y x% verteilt
X:exk,, Y:iexi,

Beh.:
X+Y: X'r2nl+m2
Satz: Vor.:
X1, Xo, ..., X, unabhéngig
X, N(0,1)—verteilt
Beh.:
Z=X}+X3+.. . +X2:c\?
Satz: Vor.:
X1, Xo, ..., X, unabhéngig
X; N(u,o?)—verteilt
1 &
X == X;
Ly
Beh.:

1 & _
S K- X e

Beziiglich der ¢ Verteilung und der x?-Verteilung kénnen wir noch rekapitulierend zusammenfassen oder
folgern:
Satz: Vor.:

X,Y unabhéngig

X:eN(0,1), Y:ex?

Z:\/ﬁ-%

Beh.:
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Satz: Vor.:
Beh.:
Satz: Vor.:

Beh.:

4.14.3 Zentraler Grenzwertsatz

X1, Xo, ..., X, unabhéngig
Xi: N(u, 0?)—verteilt
n

X:%ZX,-, Y:%i(x,-—)’()?, 7 =
i=1 i=1

X :€e Ny,

X1, Xo, ..., X, unabhéngig
X;: N(u,0?)-verteilt

H:et, 1

Auf Seite 93 haben wir den Grenzwertsatz von Moivre/ Laplace kennengelernt. Bei n Zufallsvariablen

sieht er wie folgt aus:

Satz: Vor.:

Beh.:

Bemerkung:

Sei H, : € Bi(n,p), p€(0,1), neN

H, — E(H,) _ H, — E(H,)
Var(Hy,) np(l—p)

~ Y, standardisiert

Fy. Verteilungsfunktion

n o

1 2
lim Fy, = ®(z) = — e T dt, zeR
n—00 ) 27

—00

Der Satz hat eine Bedeutung, wenn es bei grossen n um approximative Berechnungen von Wahrschein-
lichkeiten im Zusammenhang mit Binomialverteilungen geht. Hier ist dann u = np, o = y/np (1 —p).

Dann gilt:

Folgerung:
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\/np(l—p)gx/np(l—p)_\/np(l—p) T np(1-p) np(l—p)

® ist leicht bestimmbar (Rechner, Tabellen,...). Gute Niherungen erreicht man schon, wenn die
Laplace—Bedingung np (1 — p) > 9 erfiillt ist.

_ X — _ _ _
Pla< X <b) = P a—np np_ _ b—np - b—np a—np

Wir schreiben A € R;, wenn das Ereignis A bei der i—ten Wiederholung eines Versuches eintritt. Sonst
ist A ¢ R;. Wir wihlen nun H,, speziell:

n
1 AeR;

Man sieht sofort, dass jedes X; fiir sich binomialverteilt ist mit den Parametern n = 1 und p, d.h. mit

dem Erwartungswert = np = p und der Varianz 02 = np (1 —p) = p (1 — p). Wie wir schon wissen, ist
n

die Variable > als Summe binomialverteilter Zufallsvariablen wieder binomialverteilt.
i=1

n
Xi—np 5 X Xi—p
Sei Y, == = =1 Fy, —®
el n = NGING ~ Fy, — ®(n), n —
Dieses Verhalten ist auch beweisbar, wenn (X,) eine beliebige Folge unabhingiger und iden-

tisch verteilter Zufallsgrossen ist mit gemeinsamem Erwartungswert p und gemeinsamer Varianz
02 € (0,k), k=const. € RT.

n

Satz: Zentraler Grenzwertsatz

Wie beschrieben

Beh.:

1 [ ;2
lim Fy, = ®(z) = — / e~ T dt, zeR
n—00 ) 27
—o0

Beweise finden sich in der Literatur, z.B. in Bibl. A3.

4.14.4 Lineare Transformationen

Auf Seite 72 haben wir den Satz erkannt:

Satz: Vor.:

Beh.:

Und auf Seite 72 sahen wir:
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Satz: Elap, X"+ an 1 X" 1+ ... +a1 X +ag) = a, E(X") + an_1 E(X" 1) +
oot ar B(X)+ a0 =an pfin + an-1 fin—1+ ...+ a1 p1 +ag

~ Speziel: E(X)=pu, X*=c X +cs=g(X)

Korollar: Vor.:
X" =1 X +co

Beh.:
pr=cip+ca

Weiter konnen wir folgern:
Xt —pr = (X +e2) = (crpte) =c1(X —p), B(X*—p)*)=E(c (X —p)*) = cf E(X — p))*)
~ Speziell: k=2:0%. =E(X*— ")) =2 BE(X —p)?) =c2o?

Korollar: Vor.:
X*=c1 X +co

Beh.:

2 _ 2.2
0%+ =Ci0O



Kapitel 5

Mathematische Statistik

5.1 Qualitidtskontrolle

5.1.1 Allgemeines, SQC

Qualititskontrolle und speziell statistische Qualitéitskontrolle (SQC, statistical quality control)
umfasst Verfahren, die zur Qualitdtssicherung, Qualitdtspriifung und Qualitdtslenkung benutzt werden.
Heute sind die Rahmenbedingungen oft Gegenstand von Normierungen (z.B. DIN 55350). Generell kann
man zwischen qualitativen Kontrollen (z.B. gut, schlecht) und quantitativen Kontrollen (Messung von
Variablen) unterscheiden.

Entsprechend der Anwendung unterscheidet man zwei Hauptgebiete:

1. Statistische Prozesskontrolle, Fertigungsiiberwachung oder Qualitéitsregulierung (SPC, statistical
process control):
Hier geht es um die Uberwachung des Fertigungsprozesses bei der Herstellung von Massenprodukten,
um wihrend der Produktion Qualitdtsstorungen entdecken und dann unmittelbar eingreifen und
steuern zu kénnen.

2. Annahmekontrolle oder Annahmestichprobenpriifung (AC, acceptance sampling): :

Hier geht es um die Eingangs-, Zwischen— und Endkontrolle eines Betriebes zur Uberpriifung der
Erzeugnisse ohne direkten Einfluss auf die Produktion. Damit wird aber der Umfang von pro-
duziertem Ausschuss beziffert. Die Annahmekontrolle dient auch zur Riickweisung von eingehender
Ware. Sie beeinflusst daher indirekt die Produktion.

5.2 SQC1: Prozesskontrolle

5.2.1 Problemstellung

Bsp.:
Es sollen Sollwerte innerhalb gewisser Toleranzen eingehalten werden. Z.B. bei der Serienfertigung von
Zahnréidern muss der Durchmesser der zentralen Bohrung einen bestimmten Sollwert o aufweisen.

Aus Erfahrung weiss man aber, dass auch bei aller Sorgfalt stets Abweichungen auftreten. Griinde sind
menschliches Versagen, Abnutzungserscheinungen bei den Maschinen und Apparaten u.s.w. sowie Mate-
rialprobleme. Daher gilt es, die Produktion permanent mittels SPC zu iiberwachen und gegebenenfalls
sofort einzugreifen. Ziel ist es, den Ausschuss auf ein Minimum zu beschrénken.

125
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5.2.2 Beispiel Mittelwert

In der Praxis gibt es verschiedenste Problemstellungen, die wir hier nicht alle behandeln kénnen. Wir
greifen daher beispielhaft ein Problem heraus. Bei einer momentan mit einem Automaten produzierten
Serie eines Artikels soll der Mittelwert g innerhalb eines nicht kritischen Toleranzbereiches konstant
eingehalten werden.

Methodisches Vorgehen:

1. Annahme:

(a) Aus Erfahrung wissen wir und nehmen daher auch jetzt an: X = p geniigt einer Nor-
malverteilung mit bekannter Standardabweichung o. Diese Annahme ist jedoch nur in einem
gewissen Bereich verniinftig, da der Definitionsbereich der Normalverteilung (—oo, 00) = R
ist, der Bereich, in dem Messwerte x; und damit Mittelwerte Z iiberhaupt feststellbat sind, ist
(0, Mynaz)- Mimae hiingt von den praktischen Moglichkeiten ab. Negative Messwerte existieren
nicht. pg ist vorgeschrieben. Fiir ¢ konnen wir vorldufig einen Schitzwert benutzen, den wir
aus schon akzeptierten Stichproben gewinnen kénnen.

(b) Die folgende Forderung oder Hypothese Hy sei erfiillt: Der Sollwert pug wird withrend der
ganzen Produktion eingehalten, d.h. Hy : p = po. Die Alternative dazu wére Hy : 0 # po.

Definition:

Hy heisst Nullhypothese, H; heisst Alternativhypothese.

2. In regelmissigen Zeitabstéinden sollen der Produktion Stichproben von gleichbleibendem Umfang
n entnommen werden. Daraus wird der Stichprobenmittelwert Z bestimmt ~» Messexperiment.

3. Weiter hat uns die Erfahrung gelehrt, dass es verniinftig ist die Produktion zu korrigieren, wenn
die Wahrscheinlichkeit, dass die Alternativhypothese Hy : p # puo eintrifft, @ = 0.01 oder 1%
iibersteigt. (Wenn « erreicht ist, so bedeutet das etwas (fz. signifie!)! Man hat das Signifikanzniveau
erreicht.) Dies ist so in Ordnung, denn bisher hat die Produktion sich etwa nach dem Gesetz der
Normalverteilung verhalten, wobei 1% Ausschuss akzeptiert worden ist. Wir betrachten dazu die
Standardnormalverteilung N (0, 1) (links) im Vergleich zu N (u, 02) (rechts):

Definition:

« heisst Signifikanzniveau. Die Zahl bezeichnet eine Grenze, an der meist nach Erfahrung etwas
Bedeutendes geschieht.

099 . Toleranz- .
kritisgch | hereich ; kritisch
0.005 0.005
mu
¢ a c Cu | %o
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Der Ubergang von der normalverteilten Zufallsvariablen X zur Standardisierten U ist durch die
folgende Transformation gegeben:

X —
U=/n =—H0
o
In der standardisierten Form lautet die Bedingung mit a:
P(-c<U<e) <1 1 0.01 =099, +cyn. en M0 . L Eee
—c c —a=1-0.01=0.99, c=+n- s Cou =
- T 0T o % K vn
4. Es gil P( U L = d 99 ?
. Es gilt: —c<U<¢)=—= [e2dr <099~ c="1
g <U<g¢ \/ﬂ/ <
Man kann auch rechnen:
P(—c<U<¢)=P(c) —P(—c) =P(c) — (1 =P(c)) =2P(¢c) -1 =2 — e 7 dx
(e < U <0) = 8(6) = B(c) = D) — (1~ B(0)) = 20() ~1 =2 [
—00

Mit Mathematica (oder Tabelle) findet man:

FindRoot[1/(Sqrt[2 Pi]) Integrate[E~(-x"2/2), {x, -c, c}] == 0.99, {c, 1}]

2.5758 - o

v
_ 25758 0 2.5758-0

[, ol = [ Taﬂ‘f‘ —n

5. Sobald Z aus dem Bereich [c}, ¢f] herauslduft, muss also eingeschritten werden! Die Abweichung
von Z wird dann nicht mehr als zufallsbedingt eingestuft und toleriert, sondern als signifikant und
nicht tolerierbar.

~ 2.57582 < ¢ < 257583, c~2.5758 = c)~pu+

]

. ope * ok * I
6. Oft wéhlt man zu den kritischen Grenzenc, , , = ¢{ o ., , auch Warngrenzen dj , , = dg o5 , o-

Dabei macht man fiir d zu § = 0.05 die entsprechende Rechnung wie fiir ¢ zu a = 0.01.
1.95996 - o 1.95996 - o

~ [dy, d5) = [ Jm okt

7. Zahlenbeispiel:

Sei pu =120, 0 =0.01, n=...

[ c0tmuo | =1 ] n=2 | n=10 [ n=20 [ n=100 |

Cu 119.974 | 119.982 [ 119.992 | 119.994 [ 119.997
co 120.026 | 120.018 | 120.008 | 120.006 | 120.003

| doosuo]] n=1 ] n=2 [ n=10 [ n=20 | n=100 ||
d., 119.980 [ 119.986 [ 119.994 | 119.996 | 119.998
do 120.020 | 120.014 | 120.006 | 120.004 | 120.002
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5.2.3 Uberwachungstechnik mittels Kontrollkarten

Es ist oft iiblich, die Resultate der Stichprobenerhebungen graphisch {iibersichtlich und anschaulich
darzustellen. Dazu verwendet man in der Industrie Kontrollkarten diversester Art. Exemplarisch geben
wir die Kontrollkarte zu einer Serie von Stichproben zu obigem Beispiel.

p=120, 0 =001, n=10, a=0.01, 5=0.05, ¢\, d5.o

«,u,0’

Stop
--------------------------------------- co

————————————————————————————————————— do

cm-—fer—-—-—- = —- —-—- - -mu0

———————————————————————————————————————— du

———————————————————————————————————————— cu

(R T N IR KB Ll | | Ne

5.3 SQC2: Annahmekontrolle

Spez. franz..

Stichproben und Randomisierung

Problem:

Als Kunden erhalten wir eine grossere Lieferung einer Ware. Man denke z. B. an Zahnrédder. Da wir
auf die Einhaltung der vertraglich abgesicherten Toleranzen angewiesen sind um die Teile problemlos
einbauen und die Funktion garantieren zu koénnen, miissen wir die Einhaltung der Toleranzen der Teile
priifen. Wir fithren daher eine Annahmekontrolle durch, um auf Grund der Vertridge zu entscheiden,
ob die Lieferung angenommen werden kann oder nicht. Falls es sich z.B. um die Priifung der chemischen
Zusammensetzung handelt (z.B. Priifung der Bleifreiheit der Glasuren von Keramik—Essgeschirr), ist oft
zur Priifung eine Zerstorung des Stiickes notwendig. Weil aber auch sonst eine Priifung aller Teile zu
hohe Kosten verursacht, beschranken wir uns auf Stichproben und mathematische Methoden, um daraus
Riickschliisse auf die Grundgesamtheit zu ziehen. Stichproben lassen sich exakter kontrollieren als grosse
Stiickzahlen, wo die Routine auf Kosten der Sorgfalt geht. Uberlegt man sich die Konsequenzen eines
falschen Entscheides betreffend Annahme und Weiterverarbeitung einer Lieferung, so merkt man, dass
davon das iiberleben einer Firma abhéngen kann.

Die Modalitdten einer Annahmekontrolle des Kunden miissen entsprechend den Abmachungen in
einem Priifplan fixiert sein. Die genau gleiche Kontrolle kann auch der Lieferant fiir sich durchfiihren.
Hier heisst sie dann Ausgangskontrolle, Endkontrolle u.s.w..

Bei der Erhebung der Stichprobe spielt die Zufélligkeit der Stiickauswahl eine wesentliche Rolle,
um systematische Verfdlschungen und Bevorzugungen auszuschliessen. Es ist daher sehr gefihrlich,
gedankenlos oder blind irgendwelche ersten Stiicke auszuwéhlen. Die Auswahl muss nach einem
Randomisierungsverfahren geschehen. Z.B. kann man den Stiicken Nummern zuordnen und dann
diejenigen Nummern wihlen, die in einer Randomisierungsliste als Zufallszahlen stehen oder von einem
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Pseudo—Zufallsgenerator generiert worden sind. Zum Problem der Generierung von Zufallszahlen muss
des engen Rahmens wegen auf die Literatur verwiesen werden. (Moglichkeit: Nehme Ziffern aus der
Dezimalbruchentwicklung von 7.)

5.3.1 Beispiel hypergeometrische Verteilung, Urnenmodell

Oben haben wir gesehen, dass man generell unterscheiden kann zwischen qualitativen Kontrollen (z.B.
in Ordnung, nicht in Ordnung) und quantitativen Kontrollen (Messung von Variablen).

Wir betrachten nun hier ein Beispiel aus der Klasse der qualitativen Annahmekontrollen. Gegeben sei
eine Warenlieferung mit N Teilen. Davon seien M Teile defekt und daher N — M Teile in Ordnung. Statt
eine Warenlieferung zu betrachten, kénnen wir auch an N Kugeln in einer Urne denken: M schwarze
und N — M weisse.

Aus der Lieferung resp. aus der Urne nehmen wir eine Zufallsstichprobe von n Stiick ohne zuriicklegen,
n < N. Von frither wissen wir, dass die moglichen Resultate dieses Experiments ein Modell fiir die
hypergeometrische Verteilung bilden. Sei X = m die Anzahl der gezogenen defekten Stiicke — oder beim

Urnenmodell die Anzahl gezogener schwarzer Kugeln. Sei m € {1,2,...,n}. Dann wissen wir von der
hypergeometrische Verteilung:
M m) \n—m
pd:WaM:pd'Na _P(X_m):

0

0 3—0

p1 = P(X =1) ~ 0.0950007, ps = P(X = 2) ~ 0.00247828, p3 = P(X = 3) ~ 0.000014243
= P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)4+P(X=2)+P(X=3)=1

5.3.2 Annahmevertrag und Priifplan

Produzent und Konsument resp. Lieferant und Kunde miissen sich nun iiber die Annahmebedingung
der Lieferung einig sein. Die Annahmebedingung muss in einem Vertrag (Lieferungsvertrag, Annah-
mevertrag) geregelt sein. Die Beschreibung der Annahmebedingungen miindet in einen Priifungsplan
(Stichprobenpriifplan), in dem die Details der Annahmepriifung definiert sind.

Als Beispiel, das zur oben beschriebenen Situation passt, studieren wir einen einfachen Stichproben-
priifplan (SSP, simple sampling plan). Dann definieren wir:

Sei X die Anzahl defekter Teile resp. schwarzer Kugeln in der gezogenen Stichprobe (0 < X =z < n).

Dann definieren wir:
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Definition: Ein einfacher Stichprobenpriifplan ist gegeben durch:
1. Stichprobenumfang n
2. Eine Annahmezahl (kritische Zahl) c € R

3. Eine Entscheidungsregel:

X < ¢~ Annahme ‘

X > ¢~ Ablehnung ‘

Problem:

Allgemein kennt man bei einer Lieferung pg = % € [0, 1] nicht. pg ist daher ein unbekannter Wert einer
Zufallsvariablen Y. Es ist also notwendig, die Annahmewahrscheinlichkeit der Lieferung in Funktion
von pg in Modellen zu untersuchen, um die theoretisch gewonnennen Erkenntnisse praktisch dann
kostensenkend verwenden zu kénnen.

Im oben besprochenen Beispiel (hypergeometrische Verteilung, Urnenmodell) ist X = m und M = p,q- N.
Daher gilt fiir p,, = P(X = m):

) Ot ) C)
m n—m m n—m
n n
(pd ' N> (N(l —pd)>
m<c m<c :
m n—m

= P(X=m<c¢)= » PX=m)=>» PX=m)=>_ N

m=0 m=0

n

P(X =m < ¢) ist die Wahrscheinlichkeit, maximal ¢ defekte Stiicke resp. schwarze Kugeln in der Stich-
probe zu haben. Dabei ist ¢ fix, pg = % jedoch eine unbekannte Realisation von Y. P(X = m < ¢) ist

somit eine Funktion von Y mit den bekannten Parametern N,n,c. P(X = m < ¢) ist die Annahme-
wahrscheinlichkeit Ly, . in abhéngigkeit von Y:

i, m;<c

. ( _
Lnme(Y):=P(X =m <c) = mf: <YmN> | <N”1_ mY)> Y €[0,1]

TEED

Generell gehort zu einem einfachen Versuchsplan eine Funktion L.(Y) := P(X <¢), Y =pq € [0,1].

Definition: L(Y):=P(X <¢), Y =pge|0,1]
heisst Annahmewahrscheinlichkeitsfunktion (der Lieferung
oder des Loses) durch den Konsumenten
Der Graph von L. heisst Effizienzkurve oder Opera-
tionscharakteristik des einfachen Versuchsplanes

Bemerkung: ~> Engl. operating characteristic, O C—curve

In obigem Beispiel sei z.B. ¢ = 2:
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b ZSQ (Y ;20) . (12(;(1 ;Y))

m=0 120
3
Y120\ (120(1-Y) Y120\ (120(1-Y) Y -120\ (120(1-Y)
_ 0 3 . 1 2 N 2 1
- 120 120 120
3 3 3
1
0.8
Speziell: o6
L120,3,6=2(0.9) = 0.273052 o4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Eigenschaften von L.:

L.(0) = P(X <¢)
Y = Pd = 1

Wenn die Anzahl der defekten Stiicke steigt, so wird auch die Chance, dass bei einer Stichprobe defekte
Stiicke gefunden werden, grosser. Die Annahmewarscheinlichkeit wird damit also kleiner. Somit muss
L.(Y) mit Y monoton fallend sein.

L.(1) = P(X < ¢)|,,_y bedeutet, dass nur defekte Stiicke da sind und daher die Annahme sicher
verweigert wird ~ Y =pg =0

[v—o Dedeutet, dass kein defektes Stiick da ist und daher die Annahme sicher ist ~»

Eigenschaften: (0)=1, L,(1)=0, Dy, =10,1,]

L.
L.(Y) monoton fallend

5.3.3 Das Beispiel Binomialmodell, Urnenmodell

Oben hatten wir eine Urne und die Parameter M, N,n,m. Das Experiment ist ohne zuriicklegen
ausgefiihrt worden. Grundlage war eine hypergeometrische Verteilung. Nun wollen wir das Experiment
mit zuriicklegen ausfithren. Das fiihrt uns auf eine Binomialverteilung

Sei H={1,2,...,M,M +1,...,N} Wir kénnen davon ausgehen, dass wir ein geordnetes n—Tupel
aus der geordneten Menge H auswéhlen. Dann finden wir:

Totale Anzahl Auswahlmoglichkeiten = N™
Totale Anzahl Moglichkeiten nur defekte Stiicke zu wéhlen = M™

Totale Anzahl Méglichkeiten nur gute Stiicke zu wihlen = (N — M)"~™

Anzahl Moglichkeiten in der Stichprobe Plédtze an die defekten Stiicke zu verteilen: = (;;)

Die Anzahl Moglichkeiten, m defekte und zugleich n — m gute Stiicke zu wihlen und dann noch Pléitze
auf die defekten zu verteilen, d.h. die defekten und die guten zu vermischen, ist gleich der Anzahl

Stichproben mit m defekten Stiicken bei zuriicklegen. Dividiert man durch die Gesamtzahl N™ der
Mboglichkeiten, so erhélt man die Laplace-Wahrscheinlichkeit P(X = m):
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—=p = P(X = = .
p ( m) m NTL m N'rn NTL —m m

M (n> M™ . (N_ ]\/j)n—m - (n> M™ (N_]\/[)n—m - (n
N = . =

> .p’f”/. (1 _p)'rb—'rn
Bekanntlich haben wir hier eine Binomialverteilung.

Folgender Zusammenhang rechtfertigt den Namen:

= - n T n—m n n
me=2(m>-p (=)= (4 (L—p)t =1 =1

m=1 m=1

M
Vor.: Sei n << N, mE{O,l,...,n},p:ﬁ, N —
~ Dann kann man die hypergeometrische Verteilung durch die Binomialverteilung approximieren
(praktisch z.B. fiir 10n < N):

LimN—»oo

M N -—M
(m> (g\;; m> _ (:1> (1= )

In diesem Fall gilt fiir die Annahmewarscheinlichkeitsfunktion:

m<c
L'rb,c(Y) = P(X < c) = Z (:;) ym™. (1 o Y)”_m
m=0

Links Kurven fiir:
(na c) = (5a 2), (10a 2), (10a 5), (10, 7), (55 5)
0.8 Beobachtung: Je grosser ¢, desto weiter riickt

die Kurve nach rechts. Je grosser n, desto weit-
er riickt die Kurve nach unten.

5.3.4 Produzentenrisiko, Konsumentenrisiko

L,Y)=L,(ps) = P(X < C)|Y:pd gibt bei den Parametern n und ¢ die Wahrscheinlichkeit P(X < ¢)
in Abhéngigkeit von Y = pg, d.h. bei unbekanntem py. Da pg unbekannt ist und trotzdem ein Entscheid
gefillt werden muss (X < ¢ ~ Annahme, X > ¢ ~ Ablehnung), so kann es vorkommen, dass der
Entscheid bei falsch angenommenem py zu ungunsten des Produzenten oder auch zu ungunsten des
Konsumenten ausfillt.

Wird z.B. die Ablehnungsgrenze oder Schiatzung ¥ = pg des effektiven Ausschussanteils pg vom
Konsumenten zu tief angesetzt (Y = pg < pq), so kann es vorkommen, dass die Lieferung nach
Priifplan akzeptiert wird, obwohl sie einen nicht tolerierbaren Ausschussanteil aufweist. Denn die
Annahmewahrscheinlichkeit kénnte dann zu gross werden.

Definition: Die Annahme eines Loses durch den Konsumenten trotz zuviel
Ausschuss heisst Fehler 2. Art. Die dazugehorige Annahme-
wahrscheinlichkeit § = L,.(pg) = P(X < ¢) heisst Kon-
sumentenrisiko. pg heisst Ablehnungsgrenze.
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(Hit! Konsumentenrisiko wird von der Maschine mit ”Le risque de canard de consommation” iibersetzt. )

Entsprechend definieren wir:

Definition: Die Ablehnung eines Loses obwohl es in Ordnung ist und der
Ausschuss tolerierbar ist, heisst Fehler 1. Art. Die zugehorige
Wahrscheinlichkeit « = P(X >¢)=1—-P(X <c¢)=1— Ly, c(pa)
heisst Produzentenrisiko. p, heisst Annahmegrenze.

Da a und 8 Fehlerwahrscheinlichkeiten sind, muss der Priifplan so eingerichtet werden (Vertrag!), dass
die beiden Grossen moglichst klein werden. Aus dem Diagramm ist ersichtlich, dass das erreicht werden
kann, wenn die Kurve moglichst steil gewihlt wird (Modellierung!) oder wenn p,) moglichst rechts und
pg) moglichst links liegt.

Man bedenke, dass grosse n mehr kosten!

1
o Idee:
n.g
Sei emp = empirisch
n.&
Wihle
0.3 M
(ﬁ)emp S Pa S (ﬁ)emp +e
0.z ﬁ
B, Pg
oz 0.4 n.& n.g 1

Wird hier M wéhrend der Produktion grosser, so sollte man das merken!

Bemerkung:

Stichprobenpriifung: ~ p, heisst auch annehmbare Qualititslage, Gutlage oder AQL (acceptable
quality level). pg heisst auch riickweisende Qualitétsgrenzlage, Schlechtlage oder LQ, LQL,
RQL (limiting quality level, rejectable quality level).

Normierungen:

DIN ISO 2859, US Military Standard 105 D, DIN 40080, Philips—Standard, DIN ISO 3951 , ISO 8423 etc.
1% < a% < 12%, norm. 8% < 10%, exept. 8% < 13% ... (Lit. Storm, Bibl. A12.)
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5.4 Poisson—Prozess, Warteschlange

5.4.1 Poisson—Prozess

Sei X (t) = Anzahl Zufallsereignisse von der

1 e Wartonsit Zeit 0 bis ¢
= temps d'atenie ~» Die Zufallsvariable (stochastische Vari-
13 able) ist zeitabhingig (~ Prozess) sowie
diskret (X (t) € N).
10
5
i
5 lIIJ lIS ZIIJ
Definition: Erfiillt X (t) obige Bedingungen, so reden wir von einem

stochastischen Prozess.
Da X (¢) von Natur aus nicht abnehmen kann, gilt:

Lemma: X (t) ist monoton wachsend.

Zur Vereinfachung gehen wir hier von der Situation mit der Startbedingung X (0) = 0 aus.
Sei AX(tO, t) := X(to +1t) — X(to)

~» Der Zuwachs AX (tg,t) = von X im Intervall [to, to + t] héngt von ¢y und ¢ ab.

Wir betrachten hier einen einfachen Fall:

Definition: Der Prozess X (t) heisst homogen, falls AX (tg,t) unabhingig ist
von tg.

Dann gilt:
Ve, o AX(to,t) = AX(t1,t) = AX(to,t) = AX(0,t) = X(0+¢) — X(0) = X(¢t) —0=X(t)
Lemma: Vor.:

X (t) homogen

AX(tQ,t) = X(to + t) - X(to)

Beh.:
AX(tg,t) = AX(0,t) = X(t)
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~ pm(t) ist die Wahrscheinlichkeit, dass in [0, ¢] genau m Ereignisse liegen.

Definition: Zwei Ereignisse heissen statistisch unabhingig, wenn das
Auftreten irgend eines der beiden Ereignisse keinen Einfluss auf
das Auftreten des andern Ereignis hat.

Wir betrachten folgende Situation:
to <ty <te<...<tn, AX,:=X(t,)— X(tr—1), r€{1,2,3,...,n}

Die Intervalle I, = [t,, tr — 1] haben nichts gemeinsam ausser den Grenzen, wenn es sich um Nachbarin-
tervalle handelt. Daher wollen wir hier voraussetzen, dass die AX, statistisch unabhéngig sind.

&)
S = 3" pm(At) = Wahrscheinlichkeit, dass in At 0 oder 1 oder 2 oder ... oder unendlich viele Ereignisse

m=
auftreten. Jede Zahl von Ereignissen ist daher moglich ~ S =1.~ ~»

Lemma: 1 —po(At) — p1(At) = P (AL) 1= Sy

2

S8

So ist die Wahrscheinlichkeit, dass in At mehr als 2 Ereignisse auftreten. In der Praxis ist es oft
verniinftig anzunehmen, dass fiir kleine At Sy ~ 0 gilt. Das wollen wir hier auch tun:

Sy =1=po(At) = p1(At) = 3 pm(At) =0

m=2

Konsequenz: ~» po(At) =~ 1 — p(At)

Weiter ist es in der Praxis oft verniinftig anzunehmen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis
p1(At) und fiir kleine At proportional zur Zeit ist. Auch das wollen wir hier tun:

p1(At) = a - At, At <const., a >0
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—_

. X(0)=0

2. X(t) homogen

3. AX, (r=1,2,...) statist. unabh.: € A

4. 0 < At << const. = po(At) = 1 — p1(At)

5. 0 < At << const. = p1(At)=a-At, a>0
[ee]
6. So = > pm(At) = p(At) - (At)?, |@(At)| < const.
m=2

Beh.:

X (t) ist poissonverteilt mit A = a - ¢:

Bemerkung: Modell fiir: X (¢t) = Anzahl Kunden, die an einem Bedienungs-

schalter eintreffen oder X (¢) = Anzahl Ersetzungen von Bauteilen
mit identischer Lebenserwartung und gleicher Betriebszeit.

Beweis:

1.

- pm(t 4+ At) = P(X(t + At)

X (t) ist die monoton wachsende absolute Haufigkeit < 0

~ X(t4 At) = X(t) + X(At)

~ po(t+At) =P(X(t+At) =0) = P(X(t) + X(At) =0)=P(X(t) =0 N X(At) =0)

=|c. P(X(t) =0)- P(X(At) =0) = po(t) - po(At) = po(t) - (1 — p1(At)) = po(t) - (1 —a- At)
po(t+ At) —po(t) _ polt) —po(t) - a- At —po(t)

=po(t) —po(t) -a- At = A7 = Y =—po(t)-a
= d%w = —po(t) -a, po(0) = P(X(0) =0)=0
——
O.k.

= AWP ~» bekannte Losung: po(t) =e ¢

P((X(t)=m AN X(At) = ): V (X(t)=m—-1 A X(At) =T) V...V (X(t) =0 A X(At) =m))

PR (1) = m) POX(AL) = 0) 4 P(X(f) = m—1)- P(X(At) = 1)+ .+ PX(1) = 0)- P(X(Af) = m)
- po(At )+pm 1(t) - p1(AL) + pm—a(t) - p2(AL) + ...+ po(t) - pm(AL)
—1(t) - PL(AL) + Prm—a(t) 1+ +po(t) - 1

= D (t) - po(AL) + pp 1(t pl(At +kz_:1pk(t) ~ pm(t) - po(At) + pm—1(t) - p1(At) + p(At) - (At)?,

~ pm(tJ(rAt)%pm() po(At)+pm 1(t) - p1(At) = pm(t) - (1 = p1(AL)) + pm—1(t) - p1(AL)

=pm(t) - (L —a-At) +pm-1(t) -a At =pp(t) —pm(t) -a- At + pm_1(t) -a- At =
Polt+ 80 =28 _ pmlt) = pnl®) - A“‘Aﬁm‘l(“'“'“‘pm(” = pn(®) - i (0@
dpm(t)

— =~ =—a-ppt)+a-pm-1(t), X(0)=0~ P(X(0)=m>0)=pmn=0(0)=0
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dpi(t)

(a) m=1~ 7 =—a-pi(t)+a-po(t)=—a-p1(t)+a-e =, p(0) =
~ AWP ~» bekannte Losung: p1(t) =a-t- e—at
dpo(t
(b) m=2~» %(): —a-pa(t) +a-pi(t)=—a-p2(t) +a-a-t-e "=, py(0) =0
- 1)?
~ AWP ~» bekannte Losung: pa(t) = ¢ 5 ) ceat
)™
(¢) Induktion ~ p,,(t) = (a |) et
m!

Konsequenz:

Die Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitintervall [to, g + At] kein Ereignis eintritt, ist unabhingig von to
und somit = po(At) = e~ ¢ 4L

Sei T" = Wartezeit zwischen zwei Ereignissen, z.B. zwischen zwei Ausfillen von Bauteilen oder Maschinen.
~ R(t) := P(T > t) = po(t) = e~ *' = Wahrscheinlichkeit, dass wegen T' > ¢ bis ¢ kein Bauteil ausfillt

~» F(t) :=1— R(t) ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit

~ F(t):=1—R(t)=P(T <t)=1-e"*" ~» Exponentialverteilung

Satz: Vor.:
Wie im letzten Satz
R(t) :=P(T > t)
Beh.:
Ft):=P(T'<t)=1-—¢"°!
Konsequenz: Hier war die Hiufigkeit X(¢) poissonverteilt. Daraus folgt somit hier, dass die

Wartezeiten T nach P(T <t)=1— e~ %! exponentialverteilt sind.

Bemerkung: Von diesem Sachverhalt kann man auch die Umkehrung beweisen.

Satz: Vor.:
Ft)y=P(T <t)=1—e" A=a-t

Beh.:

5.4.2 Warteschlangemodelle

In den praktischen Anwendungen der Mathematik im Bereich der Planung spielt das Problem der
Warteschlangen eine grossere Rolle (Kundenschalter, Drucker, Ubermittlung u.s.w.). Betrachten wir z.B.



138 KAPITEL 5. MATH. STATISTIK — STATIST. MATHEMATIQUE

das Problem von wartenden Kunden an einer Kasse. Die Anzahl der Kunden, die sich pro Zeiteinheit
vor der Kasse einfinden, ist meist Poissonverteilt. Die Zeit aber, die pro Kunde zur Abfertigung benotigt
wird, ist meist exponentialverteilt. Beide Prozesse spielen hier also zusammen. Die Kombination bes-
timmt ein Warteschlangesystem. Die weiterreichende Behandlung des Problems ist wieder Gegenstand
einer ausgedehnten Theorie, die den Rahmen dieses Kurses sprengt.

5.5 Schitzungen

5.5.1 Schéitzer, Punktschitzer

Problem:

Gegeben sei eine Stichprobe von Werten {z1,zsa,...,2,} aus einer weiter nicht bekannten Grundge-
samtheit U. Die Werte werden von einer Variablen X angenommen, fiir deren Verteilungsfunktion ein
Modell vorliegen kann. Fiir U sollen Parameter wie u,o? u.s.w. mit Hilfe von bekannten empirischen
Parametern der Stichprobe geschiitzt werden. Als Methode verwenden wir die Momentenmethode.
Die zu schiitzenden Parameter sollen durch die Momente der Verteilung u = E(X), o = E((X — p)?)
u.s.w. ausgedriickt werden. Dazu verwenden wir Schitzfunktionen, Punktschitzer oder Schétzer.
Schitzwerte sind zahlenméssige Realisierungen von Punktschéitzern. Mochte man hingegen Aussagen
gewinnen iiber die Genauigkeit oder die Sicherheit von Schétzwerten, so kann man dazu Schétzintervalle
oder Konfidenzintervalle (Vertrauensintervalle) berechnen.

Definition: Schitzfunktionen, Punktschitzer oder Schétzer sind
Stichprobenfunktionen, durch die wir unbekannte theoretische
Wabhrscheinlichkeitsfunktionen oder Parameter einer Grundge-
samtheit zufriedenstellend ersetzen wollen.

Trick: Fiir die Stichprobenwerte x; wollen wir jetzt individuell neue Variablen X; einfiihren:
Annahme: x; sei ein Wert fiir X, x5 ein Wert fiir X5 u.s.w.. Die so postulierten Variablen haben alle
dieselbe Verteilung wie X.

Bsp.:

- - 1
Schitzer fir ir X = X(n) =~ $ " X;
chitzer fir p (n) nz

IR .
. G20 Q2 G2(p) — 2
Schitzer fiir o2: S* = 5%(n) = — E_l (X; — X)* oder

Q2 — QQ(n) — l Z(XL _ X)Q — (n 1)5

n n

%

Problem:
Wie gut oder tauglich sind solche Schétzer?

5.5.2 Erwartungstreue

Definition: Ein Schétzer Y resp. Y,, fiir einen Parameter T der Grundge-
samtheit heisst erwartungstreu oder unverzerrt, wenn der
Erwartungswert von Y mit dem Erwartungswert von Y
iibereinstimmt. D.h. wenn gilt:
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Bemerkung:
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Gegeben sei eine Stichprobe {1, 2a, ...,z }. Seien die Variablen X1, Xo, ..., X, wieder verteilt wie

X. Speziell gilt dann E(X;) = E(X), i=1,...,n, sowie 02 = BE((X — p)?) = BE(X; — p)?), i

1,...,n. Der Wertevektor (z1,xa,...,2,)T gibt dann eine mogliche Kombination von Werten, die

vom Variablenvektor (X1, Xa, ..., X,,)T angenommen werden kénnen (7 bedeutet ,transponiert*

4).

Dann sind der Stichprobenmittelwert und die empirische Stichprobenvarianz erwartungstreue

Schitzer fiir g und o2.

Symbol: X; ~ X ~ X verteilt wie X

Satz: (Mittelwert erwartungstreu)

X1, X, ., X~ X

I
:-in, n= E(X)
[t

X Schéitz_er fir p

Beh.:

Beweis
E(X)zE(%ZXz):%ZE(X”:%ZM:_ n-p=p=FEX) ©)
Satz: (Empirische Varianz erwartungstreu )
X1, Xo, .o Xy~ X
5= — D0 = X% 0* = B 10
S2 Schiitzer fir o2
Beh.:
E(S%) = 0% = E(X — n)?)
Beweis:
B(S?) = B(—— ;(Xi S = DG 0% = o B+ e X))
=n_1ZE P +2(Xi =) (n—X) + (n— X)?)
=n_1<ZE )+ B2 (X — ) (= X)) + B~ X))
= o 2B, —u)(%u—% S X+ B =5 Y X))
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1 n n n
= (30t S B — ) (= X)) + — B((n— Y X))2)
i=1 j=1 j=1
1 n n n
=——=Q_ P+ S E(Xi— ) D_(n—X) + 5 B(Q_ (1~ X))
i=1 Jj=1 =1
R 2 1<
= (ot YOB(X =) (= X))+ DB - X)?)
" i=1 j=1 [
1 o 2 n
=7 QP+ 5 Y B —m) (X — ) +50%)
i=1 j=1
i#j: unabh. = =0
1 &=, 2 n 1< 2 1 o? 2n  n
- — S nB(Xi —p)?) + —o?) = P+ —o?) = ——+-
n—l(;(j n2 " ((Xs M>)+n20) n—l(;(j na+n0) n—l(n n n)
2 2
- -2 1) = —1) = 2

-2+ =" (n-1) =0 ©
Es gilt:

1 < - (n—1)5? (n—1) (n—1)

2 _ 2 = — X, — 2 = = F 2 = E SQ = 2 2
Q=) ng( ) - (@Q%) = ——E(5%) 0% # 0%
Korollar: Q? nicht erwartungstreu.

Bemerkung: Weiter kann man zeigen, dass S selbst nicht allgemein er-
wartungstreu ist (vgl. Lit. Storm, Bibl. A12).
Bemerkung: Eine schwichere Bedingung als die Erwartungstreue ist die asymp-

5.5.3 Konsistenz

Sei wieder X; ~ X.

Definition:

totische Erwartungstreue, fiir die man fordert:

lim E(Y,) = E(Y)

n—00

Ein Schétzer Y resp. Y,, fiir einen Parameter T der Grundge-
samtheit heisst konsistent oder schwach konsistent oder stich-
haltig, wenn gilt:

Veso lim P(JY, — Y| <e) =1
n—oo

D.h. mit wachsendem Stichprobenumfang konvergiert die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Schétzer
beliebig wenig vom zu schétzenden Parameter unterscheidet, gegen 1.
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Satz: Vor.; n
X =X(n) = % ;Xi
§% = 5%(n) = ni 3 zz:;(xz _ X
Q"= Q¥m) = - g(xz POELL
Beh.:

1. X ist ein konsistenter Schitzer fiir u

2. lim Var(S?) — 0, lim Var(Q?) — 0 oder X; € [-M,M] = S?
n—oo n—oo

und Q? sind konsistente Schiitzer fiir o2

Zum Beweis verwenden wir das Lemma:

Lemma: Vor.:
V, X; ~X
B(X,) = B(X) = p
Var(X;) = Var(X) = o>
Beh.
1. EX)=u

Beweis: (Lemma)

= B =) = 3 BO (X =) (% =) = 5 2 B( =) (X, = )
- W nI=t i#j: unabh. = =0
= % S B(Xi—pw?) = —not="

Zum Beweis des Satzes:

Var(Y)
)

Verwende Tschebyscheff: P(|[Y — E(Y)| > ¢) <

m (1= P(|X —p| = ¢))

li
n—00

1. lim P(JY, —T|<e)= lim P(|X —pu|<e) =
n—oo

n—00



142 KAPITEL 5. MATH. STATISTIK — STATIST. MATHEMATIQUE

_ _ Var(X 2
= 1- lim P(|X -yl >¢), P(|X—u|zg)§#=a——>o,n—>oo
n—oo £

_ _ ne?
= lim P/ X —p|>e)=0 = lim P(|X —pu|/<e)=1
n—oo n—o0
2. lim P(Y, — Y| <e)= lim P(|S? — 0% <e)=1— lim P(|S?—0c? >¢),
n—oo n—o0

n—oo
2 1 1 n
- Var(S?) ~ L v

P(|S* — 02| > ¢) = P(|S* — B(S?)| > ¢) =< —— ;
€ € n—1

(X; — X),(X; — X) unabhéngig fiir i # j

n

@J%p»éVw(ilxx&—m%ZéE:mmﬁi@&_m%

n
i=1 i=1

n —

igE« L (XX

o Y B — X) — (X, — X) =<

e?(n—1)2 P e?(n—1)2

<Const=M))?)
Weitere Begriffe

Wirksamkeit, Effizienz, Suffizienz, Wirkungsgrad etc. vgl. Lit..

5.5.4 Vertrauensintervalle I
Begriffe

Mochte man Aussagen gewinnen iiber die Genauigkeit oder die Sicherheit von Schéitzwerten, so kann
man dazu Schitzintervalle oder Konfidenzintervalle (Vertrauensintervalle) berechnen.

Sei Y resp. Y, ein Schétzer fiir einen Parameter T der Grundgesamtheit.

Sei I =(Gy,Go)

E(T
I iG] = PG, <E(M)<G)=c=1-a
, ‘ ?/ , Bsp.:
G.=Y —g v Go=Y +q e =0.95=95% oder &= 0.99=99%
Definition: I = (G4, G,) heisst Vertrauensintervall oder Konfidenzinter-
vall zur Vertrauenswahrscheinlichkeit ¢ = 1 — a.
Bemerkung: Vertrauensintervalle interessieren in der Praxis!

Beispiel Mittelwert
Bsp.:

Sei X gaussverteilt mit schon bekannter Varianz 0. Gesucht ist das Konfidenzintervall fiir 1 zu e = 1—av.

2

Wir wissen: X € N(u,0?) = Xe¢ N(M,U—)
n
X —
X € N(p,0%) & 7= U”eN(O,l)
X e N( ﬁ)@z X‘”eNmn
My — =77 )
n (0/v/n)
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Fir das Weitere studieren wir die normierte

Normalverteilung N(0,1). Wenn man mit
Rechnern arbeitet, ist die Einschrinkung auf
die Standardsituation nicht notwendig. Wenn
1-g man wie frither mit Tabellen arbeitet aber
schon.)
: - 4
g H—g
Bekannt:
I F(z) = 5 gt = P(X < 1) = B(w5 . 0?)
. F(z x) =®(z;pu,0
. \/— < ju
z 1 )
2. 9(2)= [ ——e Tdt=P(Z<z)=P(z0,1)
s V2T
X —
3. Z= MEN(O;l) & X € N(p;0?)
z 1 ;2
o Sei B(2) =0(2;0,1) =P(X <z2)= [ ——e T dt~ ®(b)=P(X <b)
—00
~ Sel q:=®(z;) = P(24;0,1) ~ ¢—Quantil (Ordnung q)

Man sieht aus der Skizze:

Formel: 2q =

Sei z~ N(0,1), X~ N(u,Z2) und F(X)=F(X,p,%) =& :0,1) =g
X—n o o
~» lranstormation U/\/ﬁ’ un+ Jn
1 n
Sei == - in (Stichprobenmittelwert)
Sei z=z, ME Y R
E'L'ﬂ'qv/i— fl f—lzqi
~ Esgilt: (z, <0 £
_ o _ o _ o _ o o
M€[$+2q7$—2q7]©( - [Zq\/— Zq%]ﬁ( u)e[zq%, Zq%]
17— pl < |zl = T E [tz =i~ 2g —=]
T vn qf n
Wichtig: ~ ue[x—i—zq\/_ — 24 \/_] @fe[u—i—zq%,u Zq \/_]
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o S o S o o

/\,)E:l—O{:P(/j/E[X+Zq%,X—Zq%]):P(X€[/j/-i-Zq%,/j/—Zq%])
g = g g g
= 0(21-¢) = (1 = (21-¢)) =2P(21-¢) — 1
@ A
= 2-0{22@(21—(1)’ @(Zl_q)zl—g_ ﬁ@ 2 dt
—o0
« r 1 2 « 7 1 2

Formel: P(zy_g)=1— == e 2.dt, ®(zy) == = ez dt

@o=1-5= [ 7 @=5= ] 7=

s —oo

zq nennen wir daher zweiteilige a—Schranke der normierten Gaussverteilung ®. z, ist das 57Quant11.

Zahlenbeispiel: a = 0.05=5%
Floa ] £2 0.05
~ P(zi_,) = ——e 2dt=1——=0.975
( 1 q) —‘£o \/ﬂ 9

Mathematica-Programm:

| FindRoot [Integrate [E"(-t~2/2)/Sqrt[2 Pil, {t, -Infinity, z}] == 0.975, {z, 1}]|

Output:

| {z -> 1.95996}

~» Wir finden daher z;_, ~ 1.960.

Seien Z =156.38, 02 =0.20, n = 16.
e=1 0.95 = P(p e [X + 2, —, X 7))
Ny = — Q= . —= 24— 7
a VAR
v0.20 v0.20
~ P(u € [156.38 — 1.960 ——, 156.38 + 1.960 ——])
V16 V16

~ P(u € [156.161,156.599]) ~ I = [156.161,156.599] = [a,b], b— a ~ 0.438269

I ist das Vertrauensintervall zur Vertrauenswanrscheinlichkeit € = 1 — a = 0.95. Die Wahrscheinlichkeit,
dass p ausserhalb dieses Intervalls liegt, ist a = 0.05.

5.5.5 Wichtige Testfunktionen

Oft kennt man p und o nicht. Das bedeutet, dass man mit Schétzungen fiir diese Gréssen arbeiten muss.
Es stellt sich dann die Frage nach den Typen der entsprechendnen Verteilungsfunktionen, falls man p
und ¢ durch Schétzungen ersetzt. Da die Resultate eigentlich erstaunlich sind, miissen wir dazu einige
Tatsachen herleiten.
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3=
M=
>
I
>
|
M=
>
I
o

s
Il

-

o
Il

-

_ n
Xi)—nX: ZXi—n
i=1

i=1

IS
I

=
|
S

n _
), >. U; =0~ Die Variablen U; = (X; — X) sind abhéingig.
i=1

n

~ ZB. Uy=-YU
1=2
n

o 0=07= (3 U)?

n

U2 + > U; - Uy

I
[INgE

i=1 i=1 (i#k A ik=1)
n n n n n n
= Ut=-Y U+ > U -Uy,=-Y U+ > Ui-Ug+Ur- 3 U+ Ur- Y Ui
i=2 (i%k A dk=1) i=2 (i%k A i,k=2) k=2 i=2

n

n n n n n
=—-S U+ > U U+ (=X U)X U+ (= > Uk)- > U =h(Us,Us, ..., Uy,)
=2 (i#k A i,k=2) =2 k=2 k=2 =2
i U12 Zh(UQ,Ug,...,Un)

~» Die Variablen U? = (X; — X)? sind abhiingig.

Lemma: Die Variablen U; = (X; — X) und auch die Variablen U? = (X; — X)? sind
abhéingig

Weiter ist unmittelbar klar, dass eine Koordinatentransformation X; —— X; — p resp. X; — X; —
keinen Einfluss auf die Unabhéngigkeit oder Abhiéingigkeit hat. Wir verwenden folgendes Symbol:

Symbol: X, unabhingig < X; € {9V}
X, abhiingig < X; € {#}

Lemma: Vor.:

{X;} € {O} resp. {X;} € {#}

Beh.:
{Xi — n} € {O} resp. {X; —u} € {#}

~ X; € N(u,0?) = (X;—pu) € N(0,0?)

~ X; € N(0,0?) bringt keine Einschrinkung weiterer Bedingungen.
n _

Sei XiEN(O,O'Q), QnZZ(XIL—X)Q

i=1
~ @, kann als Summe von n — 1 unabhingigen Quadraten geschrieben werden. Das wollen wir jetzt

herleiten:

Lemma: Vor.:

Beh.:

—1

. _ 2

IV Yo Ya 1EN(0,02), {0} Qn= Y]
1=2
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Beweis: (Lemma) Sei
1
Y1 = ﬁ(Xl_XQ)
1
Y, = ﬁ(X1+X2—2X3)
Yo1 = ﬁ (Xl +Xo+. .+ X1 — (TL - 1)Xn)
Y, = %(X1+X2+---+X7L—1+Xn)
Yy ail ... Qin X X
GG
an ap1 ... Gpn X’n X’n
1 _ 1 0 0
1 1 _ 2
V23 2.3 V23 Z
M= 0 :(51 En):
1 —(n—1) T
(n—ll)n Vn—1)-n \/(n—ll) n
7.B. v 7 =( L , ! \/ﬁ ,— J ,0,.. ., 0)
VO G VO G VO GHD) V) -G+
Sei j<k<n
~ T G=E A, b1
ST GH) VR GRr) V) -GH) VR Rt
n 1 . 1 _ J . 1 _ Jj—17 . 1 _
V@) -G+ VE) kD) VO -G+ V(E) - (E+1) V) - G+1) V) - (k+1)
Sei j=k<n~
oz = (;)2 (;)2 ._i_(;Q_i_(_;)? —
T V@) -G +1) Vi) -G +1) V@) -G +1) V@) -G +1)
. 1 52 2+1
TG WGy g
Sei j<k=n~ T Z= () e Ly
J J—J
___ e — =0
-G+ Vo VG -G+D v VG -G+D Ve
Sei j=k=n~
oL 1y 1 I T
2 =0k, MM'=E = M'=M"" = %:dethdetMTzdetM—l = det M = +1

det M1
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Konsequenz: ~» M orthogonal:

Y=M-X = r2=Y2=¥YYV\=WM-X,M-X)=M-X)T-M-X =(XT. MT) (M - X)
N N N N N N N N N N N n
XT. (MT-M)-X=XT.E-X=XT.X=(X,X)=X%2 = |X|=|V|, LX2= ZYQ
=1
Nach Konstruktion war:
Yn:ﬁ(X1+X2+...+Xn_1+Xn)=\/ﬁX = Y2=nX?~
1 n 1 n n n
V2=~ X)i=n-(=) X)) =n-(X)? = =) (X;—X)2=) (X})-2X; X +X?
n B n n B n n
=Q_ (XN -X Y X)+ O X)=0_(X)-2XnX)+nX*) =) _(X]) - (nX?)
=1 =1 =1 =1 =1
n n—1

=1 =
Dass die Y; wunabhéngig sind, ersieht man aus der Definition der Y;. Es ist Y;_; =
Yio1(X1, Xo,...,), Vi =Yi(X1, Xo, ..., i41). Daher ist es moglich, dass die eine Variable dndert, die

andere aber nicht. ~ ©
Lemma:

n n n—1 _

YN XE=>VY Z 24 Y, =Qn+nX?= Z(Xi—X) +nX2= ZY2+nX2 V2 =nX?
i=1 i=1 i=1 i=2 i=1

Weiter verwenden wir den folgenden Satz von Seite 109:

Satz: Summe unabhéingiger normalverteilter Variablen
Seien X7, X5, ..., X,, unabhéngig, normalverteilt mit
Mittlewerte g1, o, ..., tin
Varianzen o%,03,...,02
Beh.:

n
>~ X, normalverteilt

i=1

n
Mittlewert p= > p;
i=1

n
Varianz o2 = 3" o2
i=1

Seien die X; unabhiingig und € N(p,0?), k < n. Dann sind auch die Summanden von Y, d.h.

X1, Xo,...,—k Xpy1 unabhingig und es gilt (vgl. Seite 124):
n I I k 1 k
Yk = + “+...— =
g ; \/kz-(k+1) V- (k+1) k-(ht1) \/k; (k+1) \/k:-(k:+1))
0 2 2 o2 kot k2
Y 2: —k/’2 2 2
= =gt i et T e T e
Y; 1 o2
= () =) (V)= ) =1~
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Lemma: Vor.:
X’iEN(MaUQ)a XLE{@}, k’<n,
1
Y= ——— (X1 + X0+ ...+ X — kX
k k:-(k:—i—l)( 1 2 k k41
Beh.:
Y,
=t ¢ N(0,1)
o
Qn 1 ' [t
Sei Y:ZU_ZZFZY"QZZU_ZZFZ()Q_X)QM
i=2 i=2 i=1

Y ist eine Summe von n — 1 Quadraten von normalverteilten Variablen TYTL € N(0,1). Die Y; sind
unabhingig. Y ist somit y?-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden! Man hat somit den Satz:

Satz: Vor.:
X1,...,X, € N(u,0?),€ {O}
_ 1 &
X=- ZXz
1=1
R _
V== (X;-X)
o= “
=1
Beh.:
Yexi_
Sei Z=.,n——~ Esgilt

Weiter sieht man:

Qu=2 (X~ X)? = —

=-2(n-X)-n-X)=0 = Qn(X):const.(Xl,...,)(in

Andererseits ist:

_ 1 <& _
k<n—1~ Y,=Yu(X1,...,Xp1), X = — ZXi = X(X1,...,X,) ~ Man kann Y}, veréindern
n
_ i=1
ohne X zu verédndern und umgekehrt.
k=n—1~ Y, 1 =X\ -X(Xl, ..., X)) + A2 - X, ~ Auch hier kann man Y} verindern ohne X zu
verdndern und umgekehrt. ~»
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Satz: Vor.:
X Xn €N (1, 0%),€ {Q}
- 1
X=—- X;
[
1 n
_ )2
Y=— Z(XL - X)
i=1
X —
Z=yn—H
o
Beh.:
{Y, 2} c {0}
Konsequenz:
Z
Mit Z € N(0,1) und Y € x2_, lasst sich nun die Zufallsvariable 7' = ﬁ bilden, die somit
n—
einer {—Verteilung resp. einer Student—Verteilung geniigt.
Dabher folgt:
X—u 1 X—u 1 X —u
T= = . — .
Vi o L L& Vi 1 V52 Vi S
712
o2 n—1 Z(XL - %)
i=1
Korollar: Vor.:
Xi,..., X0 € N(p,0%), € {0}
_ 1 n
X = =
\J n
= — X 2
—1 Xe )
L=1
\/_
Beh.:
Tet, 1

Bemerkung:

Man beachte, dass wir von T' = \/n - K jetzt die Verteilungsfunktion kennen. In 7' steckt neben den
Stichprobenwerten X; aber nur p. Man hat daher hier ein Mittel in der Hand anhand von Stichproben-
werten zu einer Aussage iiber u zu gelangen!

5.5.6 Vertrauensintervalle 11

Problem: Wegen der Konsistenz wissen wir, dass bei grossen Stichproben X ein guter Schitzer fiir x
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ist. Wie ist es aber bei kleinen Stichproben?

Mittelwertschitzung bei unbekannter Varianz und kleinen Stichproben

1 L n

B n 1 B
Gegeben seien die Stichprobenwerte X = ZX,-, S = Z(X,L- — X)? und n. Damit bilden

n—1
i=1

n

X —
wir die Variable 7' = /n - TM’ die nun einer t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden geniigt. Wie

kennen die zugehorigen Funktionen:

n+tl n+1
F F z
f(z) = ( 271)' 21 , F(z)=P(T<z)= ( 271)/ 21 du
V””F(g) (14 )t/ \/Wf(g) e (14 iy

Aus f(z) ersieht man, dass die Verteilung symmetrisch ist zur y—Achse. Daher gilt:

F(—c)=1-F(x) = P(—c<T <c¢)=P(T <¢)-P(T < —c)=F(c)-F(—¢c) = F(z)-1+F(c) = 2 F(x)-1

Fiir eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit P(—¢ < T < ¢) = v = 1 —a kann man daher aus v = 2 F(¢) — 1
das ¢ bestimmen.

Mit Hilfe des nun bekannten ¢ kann man jetzt auf ein Vertrauensintervall fiir v schliessen:

X —u —c-S - c-S - - ¢S = c-S
—e<T=+n- <c = X <-pu<—2 X = X-"2<pu<x+=-2
€= vn s =° NG =Th=T0 \/ﬁ—M— +\/ﬁ’

]:[X_ﬁ,j@rﬁ]
n n

Methode:

1. Geg.: {z1,22,...,2,},

3

Zahlenbeispiel

Sei ~+=10.95, a=0.05 Daten erzeugen:

Mathematica-Programm:

<< Graphics‘Graphics‘;

<< Statistics‘DescriptiveStatistics‘;

gamma = 0.95;

m = Table[243.79 + 2.9 Random[], {n, 1, 25}]
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Output:

{246.21, 244.807, 244.481, 245.184, 246.195, 245.083, 244.915, 246.492,
243.98, 243.993, 246.646, 244.568,

245.833, 243.864, 246.659, 244.947,

246.081, 243.834, 245.631, 244.54, 246.166, 245.966, 245.905, 246.605,
246.645%

Mathematica-Programm:

meanM = Mean /. LocationReport[m][[1]];
standD = StandardDeviation /. DispersionReport[m] [[2]];
{LocationReport[m], DispersionReport[m], Length[m]}

Output:

{{Mean -> 245.409, HarmonicMean -> 245.406, Median -> 245.631},

{Variance -> 0.93796, StandardDeviation -> 0.968484, SampleRange -> 2.82473,
MeanDeviation -> 0.8572, MedianDeviation -> 0.823889,

QuartileDeviation -> 0.819016}, 25}

Mathematica-Programm:

flz_, m_] :=
Gamma[(m + 1)/2]/(Sqrt[m Pi] Gamma[m/2]) /(1 + z"2/m)"~((m + 1)/2);
f[u, Length[m] - 1];

Plot[f[u, Length[m] - 11, {u, -5, 5}];

Der Plot zeigt die Dichte der t—Verteilung
f(z,24).

2 4

Nun berechnen wir ¢ direkt mit Mathematica. Wer fiir eine solche Berechnung die Mittel nicht hat, muss
auf Tabellen zuriickgreifen!

Mathematica-Programm:

{"c", ¢ = ¢ /. FindRoot[gamma == 2 Evaluate[Integrate[f[u, 15],
{u, -Infinity, c}] - 1, {c, 2}] // Chop,

"Interv",{xU = meanM - standD c/Sqrt[Length[m]],

x0 = meanM + standD c/Sqrt[Length[m]]}}
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Output:

| {"c", 2.13145, "Interv", {244.996, 245.822}}

Mathematica-Programm:

ml = Select[m, (xU - 0.000001 < #1 < x0 + 0.000001) &]

Output:

| {245.184, 245.083, 245.631}

Mathematica-Programm:

| Complement [m, m1]

Output:

{243.834, 243.864, 243.98, 243.993, 244.481, 244.54, 244.568, 244.807,
244.915, 244.947, 245.833, 245.905, 245.966, 246.081, 246.166, 246.195,
246.21, 246.492, 246.605, 246.645, 246.646, 246.659%

Losung: Wie man sieht, liegt der Mittelwert p mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% im Intervall

I = [244.996, 245.822] (X ~ 245.409). Die meisten der Daten liegen jedoch ausserhalb dieses Intervalls.
Das zeigt, wie gut der Schitzer X fiir p ist.

5.5.7 Vertrauensintervalle 111

Problem: Wegen der Konsistenz wissen wir, dass wir bei grossen Stichproben S? ein guter Schiitzer
fiir 02 ist. Wie ist es aber bei kleinen Stichproben?

Varianzschitzung bei unbekanntem Mittelwert und kleinen Stichproben

Auf Seite 148 haben wir festgestellt:
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Satz: Vor.:
Xl; . -aX'rL € N(Ma 0-2)56 {@}
B 1 n
X=—- X;
1 <& _ n—1
V== (X;—X)?= 52
o? i=1( ) o?
Beh.:
Y € Xn—1
Konsequenz:

Y=Pc<Y)=1-PO<Y <c)=1- (FXQ,n—l(C) - FXQ,TL—I(O)) =1- FXQ,TL—I(C)

Da die Varianz stets positiv ist, begniigen wir uns hier mit ein-

Bemerkung:

er einseitigen Abschitzung im Gegensatz zu der zweiseitigen Ab-

schitzung beim Vertrauensintervall fiir p.
Wir wissen:

K, = !
LN C
0 <0 2
= n— " n—2 _ u
@) K,z"T e % >0 Fla)=K, [u= e % du
0

Damit konnen wir ¢ berechnen aus vy = P(c <Y) =1— F\2,,_1(c).

-1 —1 —1
ooy =8 5 0<? <87 g ef0, 57
o c c
Methode:
1. Geg.: {z1,22,...,2,}, Y=1—«
9 s 52— i(x,-_X)Qyzn_lsQ
’ n—1 & ’ ’ o2

3.~ y=1—-F2p_1(c)~ ¢

-1
4. ~ a2 €0, i S?] mit Wahrscheinlichkeit gamma
c

Zahlenbeispiel
Sei ~+=10.95, a=0.05 Daten erzeugen:

Mathematica-Programm:

<< Graphics‘Graphics‘;
<< Statistics‘DescriptiveStatistics‘;

gamma = 0.95;
m = Table[243.79 + 2.9 Random[], {n, 1, 25}]
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Output:

243.942, 244.729, 244.258, 246.685, 246.468, 245.045, 245.432, 244 .24,

‘ {244 .584, 244.288, 245.634, 245.936, 244.285, 245.569, 245.374, 246.273, L
245.035, 246.111, 246.083, 243.971, 245.717, 244.192, 246.688, 244.861, 244.92B}

Mathematica-Programm:

var = Variance /. DispersionReport[m] [[1]];
{LocationReport[m], DispersionReport[m], Length[m]}

Output:

{{Mean -> 245.213, HarmonicMean -> 245.21, Median -> 245.045},

{Variance -> 0.768021, StandardDeviation -> 0.876368, SampleRange -> 2.74647,
MeanDeviation -> 0.753255, MedianDeviation -> 0.760244,

QuartileDeviation -> 0.842562}, 25}

Mathematica-Programm:

chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gamma[n/2]) x~((n - 2)/2)E~(-x/2);
Plot[chilu, Length[m] - 11, {u, 0, 60}];

06

05 Der Plot zeigt die Dichte der y2-Verteilung

04 chi(z,24).
03

02

© o o o o o

01

10 20 30 40 50 60

Nun berechnen wir ¢ direkt mit Mathematica. Wer fiir eine solche Berechnung die Mittel nicht hat, muss
auf Tabellen zuriickgreifen!

Mathematica-Programm:

{"c", ¢ = ¢ /. FindRoot[gamma == 1 - Evaluate[Integrate[chi[u, 15],
{u, 0, c}11, {c, 40}] // Chop, "Interv", {xU = 0, x0 =((Length[m]l-1)/c) var }}

Output:
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| {"c", 7.26094, "Interv", {0, 2.53858}}

Losung: Wie man sieht, liegt die Varianz ¢ mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% im Intervall
I = [0,2.53858] (S? ~ 0.768021). Weitere ,Runs® liefern: v = 0.99 ~» I = [0,3.52486], v = 0.90 ~»
I =10,2.15667)

5.5.8 Vertrauensintervalle IV
Bemerkung zur Binomialverteilung

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

n xr n—x
f(x):P(X:x):<x>p¢q , ¢q=1-p, p=mnp, o> =npq

Problem: Gesucht ist ein Vertrauensintervall fiir p bei der Binomialverteilung.

Fiir grosse n gilt die Ndherungsformel:

1 22 X -
@) R @)= e ®, 2=
Seien X die Anzahl Erfolge beim n—maligen Ausfithren des Experimentes. Dann kann man wieder wie
folgt argumentieren:

, Z€N(0,1)

”:gc = —<co+pu<X<+4c-o+p

5.5.9 Automatische Bestimmung der Vertrauensbereiche

Dem geneigten Leser wird es wohl klar sein, dass heutzutage fiir alle Standardverfahren Computer-
programme vorhanden sind. Mit Mathematica (z.B. V.4.0) kann man Vertrauensbereiche wie folgt
bestimmen:

Bsp.:
Vertrauensbereiche fiir Mittelwert und Varianz, Vertrauensniveau 0.9. Als Grundlage verwendete
Verteilungen: t—Verteilung fiir den Mittelwert (mean) und x?—Verteilung fiir die Varianz (var).

Mathematica-Programm:

<< Statistics‘Confidencelntervals‘;

data = {2.2, 1.3, 0.8, 1.0, 1.1, 3.1, 3.4, 3.3, 2.2, 0.5};
{"mean->", MeanCI[data, ConfidenceLevel -> 0.9],

"var->", VarianceCI[data, ConfidenceLevel -> 0.9]}
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Output:

{"mean->", {1.25473, 2.52527}, "var->", {0.638868, 3.25072}}

5.6 Signifikanztests

5.6.1 Hypothesen

Idee: Einen Parameter testen heisst, zuerst iiber die Lage dieses Parameters Hypothesen aufzustellen
und dann anschliessend die Wahrscheinlichkeit dieser Hypothesen zu untersuchen. Ublicherweise fiihrt
das dann zu einer Verwerfung oder im andern Fall zu einer Tolerierung resp. einer Akzeptanz der
Hypothesen auf der Grundlage einer geforderten Wahrscheinlichkeit. Wie das genau funktioniert, wollen
wir an charakteristischen Beispielen studieren.

Methode:

1.

Wir beginnen mit der Nullhypothese Hj: Z.B. postulieren wir, dass ein Parameter z einen
Sollwert zg einhélt: Hy = (z = 29). Z.B. Hy = (1 = o)

Andere Beispiele:
HOZ(Z%ZO) @HQ:(ZSZQ), HQ:(Z{ZQ) @HQ:(ZZZQ)

Normalerweise wird der Nullhypothese, fiir die eine hohe Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist,
eine Alternativhypothese H; mit kleiner Wahrscheinlichkeit o gegeniibergestellt, z.B. hi-
er Hy = (2 # zp). Jetzt kann man die Wahrscheinlichkeit der Abweichung z — zy mittels einer
geeigneten Testverteilung feststellen. (Mit zg fliesst somit auch die Nullhypothese als Vorausset-
zung in das Verfahren ein.) Man verwendet dazu normalerweise einen geeigneten Schétzer ((z) fiir
z bei einem gegebenen Stichprobenumfang. Falls der real vorhandene Wert bei nur sehr kleiner
verrechneten Wahrscheinlichkeit o trotzdem fiir die Alternativhypothese spricht, so hat man es mit
einem seltenen Ereignis zu tun. Die Zufallsabweichung ist daher unwahrscheinlich. Der Alterna-
tivhypothese muss daher eine grossere als die angenommene Wahrscheinlichkeit zugebilligt werden,
die Nullhypothese ist daher zu verwerfen. Im andern Fall kann man die kleine Wahrscheinlichkeit
der Alternativhypothese nicht angreifen und somit die Nullhypothese nicht verwerfen. Man muss
diese also tolerieren resp. man akzeptiert sie (,auf dem Niveau o).

5.6.2 Zweiseitige Alternative, (—Test

Bsp.:

Geg.:

X € N(p,0°), Ho= (1= po) ~ Hi=(u+# po), C(n)=2=1on
Lo ist ein abgemachter, durch Pliane vorgegebener und einzuhaltender Wert.

Sei

T=127.3, po =128, s=1.2, n=20, a=0.01

Dabei kann man als Testverteilung die Stichprobenfunktion ,normierte Differenz® oder Abweichung von
o verwenden. Hier wird als Voraussetzung die Nullhypothese als in Form des Terms X — g eingebaut.
1o wird bei der Normierung auf null abgebildet.

X — o
S

X — o
TN
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Wichtig: ~» T geniigt einer t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

C

F(’rb-‘rl) 1 F(’rb-‘rl) 1
T ~» T) = 2 - . o ntl F(c) = i ! . / 2\ ntl du
= o YT T e

— 00

~» Studiere: P(T|>¢)=«

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter der Voraussetzung p = po die normierte Differenz grosser ist als ¢ soll
hier gleich einer gegebenen Wahrscheinlichkeit « sein. « ist eine Zahl, die man verniinftig festsetzen muss.

Definition: « heisst Signifikanzniveau (Bedeutungsniveau).
Es gilt:
P(T|>c¢)=a ©P(|T|<c¢)=1-q,
By P(T|<¢)=P(—c<T<c)
Tl — () — F(—¢) = F(e) = (1- F(e) =2 F(¢) — 1,

l-a=2F(c)—-1 = 2-2F(z)=«
1—F(x):%«» c=...~
P(|T|>¢)=a =

(| Treatl > ¢)p=a & (=(|Treall < €))P=a

o
o SPITS g =1-a
e lo

T=0&X=w ¢=tgn-t

X _ . _ .

& (e < Tt = VA = S pma & (-T2 40 S X ST po))pmo
= c-S c-S S
X<-——2= S X)) pea

FX <=TZ F o) V(=0 < X))p=

Nun berechnen wir ¢ direkt mit Mathematica. Wer fiir eine solche Berechnung die Mittel nicht hat, muss
auf Tabellen zuriickgreifen!

Mathematica-Programm:

alpha = 0.01;

flz_, n_] :=
Gamma[(n + 1)/2]/(Sqrt[n Pi] Gamma[n/2]) /(1 + z"2/n) " ((n + 1)/2);

{"c", ¢ = ¢ /. FindRoot[
alpha/2 == Evaluate[l - Integrate([f[u, 20], {u, -Infinity, c}1], {c,2}] //
Chop, "Interv", {-c, +c}}

Output:

| {"c", 2.84534, "Interv", {-2.84534, 2.84534}}

— C-S C-S —
(X < = + o) V (—n + 1o < X)) P=a

2.84534 - 1.2 2.84534- 1.2
~ (1273 < —————+128) V (———— + 128 < 127.3)) p—o.
(( m ) ( m ))P 0.01

& ((127.3 < 127.237) vV (128.763 < 127.3)p—g.01 < (127.3 ¢ [127.237,128.763]) p=o.01
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Ergebnis: Mit einer Wahrscheinlichkeit von o = 0.01 soll also 127.3 nicht im Intervall [127.237,128.763]
liegen. 127.3 liegt aber in diesem Intervall. Das bedeutet, dass das so ist, weil wirklich die Nullhypothese
Hy = (u = po) richtig ist oder weil das zufillig so ist. Man kann daher hier die Nullhypothese
auf Grund des Tests bei einem Signifikanzniveau o = 0.01 nicht ablehnen. Wiirde jedoch 127.3
ausserhalb des Intervalls liegen, so wire die Wahrscheinlichkeit dafiir 0.01. Bei unserer Testphilosophie
miisste man die Nullhypothese also ablehnen.

Achtung:
Kleine Wahrscheinlichkeit bedeutet nicht Unmoglichkeit!

Bemerkung: Das hier verwendete Testverfahren nennen wir t—Test, da wir die
t—Verteilung von Student als Testverteilung verwendet haben.

Annahmebereich, Verwerfungsbereich

Im eben besprochenen Beispiel ist die Alternativhypothese verworfen worden, weil der berechnete Wert
des Schitzers im gefundenen Intervall und nicht ausserhalb lag. Wir reden hier von Annahmebereich
und Verwerfungsbereichen (vgl. Skizze).

Achtung:

Die Verwerfungsbereiche miissen nicht in allen
Fillen symmetrisch liegen. Sie kénnen auch

Verwerfimgshereich Verwerfirpebereich einseitig liegen!

e

1
» Reégion de mefet Armahmebereich = Reégion de nejet
» Région d acceplation

5.6.3 Einseitige Alternative, (—Test

Wir betrachten hier den Fall Hy = (2 = zp) contra H; = (z > z9) ~ einseitiger Alternativtest.

Bsp.:
Jemand hat eine N(U) = 10000 mal zufillig eine Miinze geworfen. N(E) = 5094 mal ist Kopf resp.

Wappen realisiert worden. Da h(E) = % = 0.5094 gilt, wird Hj

soll daher hier gegen die vermutete einseitige Alternative Hy = (pg > 0.5) auf dem Signifikanzniveau
a = 0.05 getestet werden.

(pg = 0.5) angezweifelt. Hy

Sei X = Anzahl Kopf. Der Sollwert fiir p = 0.5 ist X = 5’000. Die Stichprobe ist verteilt nach der
Binomialverteilung Bi(10'000; 0.5)=N (i1, 0?) (Die Binomialverteilung nithert sich der Normalverteilung
an!). Dabei gilt:

_(u—p)?

x
1
2
=np, c°=npqg=np(l—p), PXSC:i/e 202 du,
p (1=p), P( )= =
—0o0

cC— b X —u 1 /_ﬁ
d= , L=—— = P(X<¢)=— e~z du=P(Z<d
— - (X< = (2 <d)
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In Zahlen unter der Voraussetzung der Nullhypothese p = 0.5:

p=np=10000-0.5=5000, 62=npg=10000-0.5-(1—0.5) = 10000-0.25 = 2500, ¢ = 50
Z:X;”:JX;§WOZOJX—5W,X:Z-m+5mo:mz+5mm
L
P(ch):P(ng)zl—azo.%:ﬁ /e_Tdu
e

Mathematica-Programm:

alpha=0.05;
root = FindRoot[

Integrate[E~(-u~2/2)/Sqrt[2 Pil, {u, -Infinity, d}] == 1-alpha, {d, 1}];
{d1 =d /. root, 50 d1 + 5000}

Output:

| {1.64485, 5082.24}

Wir finden daher als Resultat die Schranke ¢ = 5082.24 auf der Grundlage o = 0.05. Die Wahrschein-
lichkeit der Alternativhypothese Hy = (pg > 0.5) ist P(X > ¢)p,=(pp=0.5) = P(X > 5082.24) = 0.05.
Dagegen haben wir aber festgestellt: H(E) = N(E) = 5094 bei P(X > 5082.24) = 0.05. Mit H(F) = 5094
ist daher so gesehen ein seltenes Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit < 0.05 eingetreten. Daher kann man
die Alternativhypothese nicht fiir zuféllig halten und nimmt sie auf der Grundlage von o = 0.05 an. Damit
ist die Nullhypothese verworfen. Die Miinze wird daher auf dieser Grundlage nicht fiir homogen gehalten.
Wie man sieht, ist hier der Ablehnungsbereich oder kritische Bereich einseitig. ({X | X > 5082.24}).

Direkte Rechnung

Eine andere, kiirzere Methode ist es, p; = P(X > 5094) direkt zu berechnen und mit der signifikanten
Wahrscheinlichkeit o = 0.05 = P(X > ¢)p,—(pp=0.5) der Alternativhypothese H; = (pg > 0.5) zu
vergleichen. Ist p; < a = 0.05, so ist die Alternativhypothese daher nicht zuféllig und die Nullhypothese
daher abzulehnen.

Mathematica-Programm:

sigma = 50; mu = 5000; cH = 5094;
pl = 1/(Sqrt[2Pi ] sigma) Integratel
E"(-(mu-u)"2/(2 sigma~2)),{u, a, b}1/. {a->cH, b->Infinity}// N

Output:

0.030054

Konsequenz: p; = 0.030054 < o« = 0.5 ~ Hj ablehnen
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5.6.4 Testrisiken

Aufgrund eines Tests konnte es moglich sein, dass man eine richtige Nullhypothese zufillig und
filschlicherweise ablehnt oder eine falsche Nullhypothese zufillig und félschlicherweise nicht ablehnt.
Etwas Ahnliches ist uns schon bei den Konfidenzintervallen begegnet. Wir iibertragen daher die Begriffe
von damals:

Definition: Lehnen wir aufgrund eines Tests eine wahre Nullhypothese zufillig
ab, so begehen wir einen Fehler erster Art.

Einen Fehler 1. Art begehen wir, wenn wir die Alternativhypothese an Stelle der Nullhypothese
annehmen. Die Alternativhypothese ist mit der Wahrscheinlichkeit a erfiillt (Signifikanzzahl).

Konsequenz:
Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art ist gerade die Signifikanzzahl «.

Definition: Lehnen wir aufgrund eines Tests eine falsche Nullhypothese zufillig
nicht ab, so begehen wir einen Fehler zweiter Art.

Begehen wir einen Fehler zweiter Art, so wire z.B. an Stelle der Nullhypothese Hy = (z = z)
eine Alternativhypothese Hy = (z = z1) richtig. Aufgrund von Hy hat man eine Testfunktion kon-
struiert, die unrichtig ist. Die richtige Testfunktion miisste man aufgrund von H; konstruieren. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir das Eintreffen der zu H; gehorigen Alternativhypothese beziiglich des aufgrund
von Hy berechneten ¢ sei 3. 0 ist somit gleich der Signifikanzzahl einer neuen Alternativhypothese
beziiglich der neuen Nullhypothese H;. Somit ist 1 — 3 die Wahrscheinlichkeit die neue Nullhypothese H;
nicht abzulehnen und daher die alte Nullhypothese Hj abzulehnen, d.h. einen Fehler 2. Art zu vermeiden.

Definition: Die Wahrscheinlichkeit 3, einen Fehler 2. Art zu vermeiden heisst
Macht des Tests.
Die Wahrscheinlichkeit 1— einen Fehler 2. Art nicht zu vermeiden,
heisst Risiko 2. Art oder Produzentenrisiko.
Die Signifikanzzahl oder Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art
heisst auch Risiko 1. Art oder Konsumentenrisiko.

Bemerkung: Ein grosseres ¢ bedeutet zwar ein kleineres «, jedoch auch ein
grosseres 1 — . Mit grosseren n bekommt man aber in der Regel
schlankere Kurven. Bei gegebenem « wird dadurch 1 — § kleiner.
Der Test gewinnt an Trennschérfe.
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5.6.5 Chi—quadrat—Test fiir die Varianz
Bsp.:

Sei X; € N(u,0?), 09 =50, n=20, s>=61.3, Hy= (0> =03), H = (¢ > d})

Bemerkung: 0?2 > o} ist die einzige interessante Alternative.

2

S
ZZ Y; € N(0,1) = T = — (n— 1) hat eine x%_,~Verteilung
90

s Z(X —X)?
o2 n-—1 o? _n—l

i1

Sei a=0.05~ P(T>c)p2o50=0a=005 = P(T<c)2_5=1—a=095

Mathematica-Programm:

chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gamma[n/2]) x~((n - 2)/2)E~(-x/2);
alpha = 0.05; sQ = 61.3; sigmQ = 50; n = 20;
{"c¢", ¢ = ¢ /. FindRoot[
1 - alpha == Evaluate[Integrate[chilu, n - 11, {u, 0, c}1]1, {c, 40}]
// Chop, "Interv", {xU = 0, sQc = c sigmQ/(n - 1) }}

Output:

| {"c", 30.1435, "Interv", {0, 79.325}}

Die Alternativhypothese besagt, dass ein Wert mit der Wahrscheinlichkeit o = 0.05 ausserhalb des
Intervalls {0,79.325} zu liegen kommt. s> = 61.3 liegt jedoch innerhalb des Intervalls. Es ist demnach
kein Grund vorhanden die Alternativhypothese anzunehmen und damit die Nullhypothese zu verwerfen.

5.6.6 Automatisches testen
Bsp.:

Mit Mathematica, Zitat aus den Unterlagen: (Man beachte die vorausgesetzte Normalverteilung und die
t—Verteilung!)

A test of a statistical hypothesis is a test of assumption about the distribution of a variable. Given sample
data, you test whether the population from which the sample came has a certain characteristic. You can
use functions in this package to test hypotheses concerning the mean, the variance, the difference in two
population means, or the ratio of their variances.

The data that is given as an argument in a test function is assumed to be normally distributed. As a
consequence of the Central Limit Theorem, you can disregard this normality assumption in the case of
tests for the mean when the sample size, a, is large and the data is unimodal. The test functions accept
as arguments the list of univariate data, a hypothesized parameter and relevant options.

Hypothesis tests for the mean are based on the normal distribution when the population variance is
known, and the Student a distribution with a degrees of freedom when the variance has to be estimated. If
you know the standard deviation instead of the variance, you can also specify KnownStandardDeviation
— std.
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The output of a hypothesis test is a pvalue, which is the probability of the sample estimate being
as extreme as it is given that the hypothesized population parameter is true. A twosided test can be
requested using TwoSided — True. For more detailed information about a test use FullReport — True.
This causes the parameter estimate and the test statistic to be included in the output. You can also
specify a significance level using SignificanceLevel — siglev, which yields a conclusion of the test, stating
acceptance or rejection of the hypothesis.

Mathematica-Programm:

<< Statistics‘HypothesisTests‘;
data = {35, 33, 42, 32, 42, 43, 37, 44, 41, 39};
MeanTest [data, 34, KnownVariance -> 8, SignificancelLevel -> 0.9]

Output:

{OneSidedPValue -> 4.01256 * 10°-8,
"Reject null hypothesis at significance level" -> 0.9}

Mathematica-Programm:

| MeanTest [datal, 38, KnownVariance -> 10, SignificanceLevel -> 0.1]

Output:

{OneSidedPValue -> 0.211855,
"Fail to reject null hypothesis at significance level" -> 0.1}

Mathematica-Programm:

| MeanTest[datal, 38, KnownVariance -> 10]

Output:

{OneSidedPValue -> 0.211855,
OneSidedPValue -> 0.211855

Mathematica-Programm:

| MeanTest [datal, 38]

Output:
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OneSidedPValue -> 0.286061

Mathematica-Programm:

MeanTest [datal, 38, KnownVariance -> 10, FullReport -> True] // TeXForm

Output:

\{ {{\Mvariable{FullReport}}\rightarrow
{\matrix{ 38.8 & 0.8 & \Muserfunction{NormalDistribu
tion}() \cr 1} }},
{{\Muserfunction{OneSidedPValuel}}\rightarrow
{0.211855}}\}

Mean Testhitat Distribution

FullReport
{ FROTE = 4a 8 0.8 NormalDistribution[]’

OnedidedPValue — 0. 211855}

5.6.7 Testrezept im Uberblick

1.

Fasse das zu untersuchende Problem in eine Hypothese ~» Nullhypothese z.B. Hy = (a = ap).
Gegeben sind hier ein Wert ag und ein Schéitzer a = ag. Zum Wert a soll eine Verteilungsfunktion
X existieren mit speziell X = a.

Uber Hy = (a = ag) ist oft direkt keine Wahscheinlichkeitsaussage moglich. Formuliere daher
zu Hy eine Alternativhypothese H;, iiber die mittels einer geeigneten Verteilungsfunktion und
einem Intervall eine Wahscheinlichkeitsaussage gemacht werden kann. Ein Beispiel ist die einseitige
Alternativhypothese Hy = (a > aop).

Transformiere X bijektiv und stetig in eine andere Zufallsvariable Z = g(X) (Testverteilung!), deren
Verteilfunktion direkt berechenbar ist oder in Form von Tabellen vorliegt. ~» X = ¢g~!(Z). Wenn g
bijektiv und stetig ist, sind ¢ und ¢! streng monoton. Ungleichungen beziiglich Z transformieren
sich daher in Ungleichungen beziiblich X.

Zu Hy = (a > ag) = H; = (ap < a) ist bei einem geeigneten a; aufgrund der Verteilung von
X dann die Aussage "ag < a < ay” oder "ag < X < ay” wahrscheinlich und ”a; < a” oder
”ap < X7 unwahrscheinlich. Transformiert haben diese Aussagen wegen der Monotonie z.B. die
Form ”g(ap) < g(X) = Z < g(ay)” resp. z.B. zu "g(a1) = c < g(X) = 27.

Zu einer vorgeschlagenen Wahrscheinlichkeit (Signifikanzzahl ) kann man nun die Ungleichung
P(c< Z)=aresp. P(Z < ¢)=1— a mit Computern oder Tabellen nach ¢ auflésen. ~ ¢

¢ < Z entspricht z.B. a1 = g !(c) < X = g~ 1(Z). Ist nun der Schitzer ag € (¢, 00), so hat man ein
seltenes Ereignis der Alternativhypothese in einem Intervall mit kleiner Wahrscheinlichkeit «. Die
Realitét ,féillt also in ein unwahrscheinliches Intervall“!Man kann daher die Alternativhypothese
nicht verwerfen. Daher lehnt man in diesem Fall die Nullhypothese ab.
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5.6.8 Vergleichstest fiir Mittelwerte I

Man kann auf den ersten Blick zwei verschiedenartige Stichproben unterscheiden: Erstens solche, die aus
verschiedenen Individuen bestehen und zweitens solche, die aus verschieden gewonnenen Messwerten an
denselben Individuen bestehen. Wir betrachten hier einmal den zweiten Fall.

Bsp.: Geg.:

Zwei Stichproben: Paarweise am selben Werkstiick an zwei verschiedenen Orten A, B mit dem Verfahren
V4 gemessene Daten und mit dem Verfahren Vi gemessene Daten:

I o [ vi [di=zi—w]
15.46 | 14.37 +0.09
16.35 | 16.36 —0.01
14.11 | 14.03 +0.08
19.21 | 19.23 —0.02
17.89 | 17.82 +0.07
15.66 | 15.62 +0.04

Wir haben es hier mit zwei verbundenen Stichproben zu tun mit paarweise zusammengehorigen
Werten (x;,y;) und den zugehdrigen Variablen (X;, X;). Wir wollen voraussetzen, dass alle X; resp. Y;
unabhiingig von i sind und gleiche Varianzen o% resp. o3 haben.

Unter diesen Voraussetzungen wollen wir die Hypothesen Hy = (ux, = py;) gegen die einseitigen
Alternativen Hy = (ux, > py;) testen.

Wir wissen, dass die Variablen Gaussverteilungen haben und daher zu den Differenzen d; = x; — y; eine
gaussverteilte Variable D gehért mit up = px — py und 0%, = 0% + o%. Nun kénnen wir mit Hilfe des
t—Tests die Nullhypothese yup = 0 gegen die Alternative pup > 0 testen.

_ 1 <& 1 n .y
~ d:ﬁ E d; = 0.0416667, sp = — E (d; —d)? = 0.0470815, o =0, a=0.05, n=6
D—po X —po ~ 1 TS zZS

Plc<T=2Z)=a=005 = PIT<0)=1—-a ~ c

()

N

c<Z g t)<g ' (2) smw+—==9g")<g ' (2)=X

0.0470815
c— "%

V6

? -
~ Frage: ¢-0.0192209 < X = d = 0.0416667 ~

S0+ =¢-0.0192209=g"'(c) < g " (Z) =X

Mathematica-Programm:
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alpha = 0.05;
flz_, m_] :=
Gamma[(m + 1)/2]/(Sqrt[m Pi] Gamma[m/2]) /(1 + z"2/m)"~((m + 1)/2);
FindRoot [
1 - alpha == Evaluate[Integrate[f[t, 5], {t, -Infinity, c}]], {c, 3}]
// Chop
Output:

| {c -> 2.01505%}

~  ¢-0.0192209 = 2.01505 - 0.0192209 = 0.0387311 < 0.0416667 = d

~» Seltenes Ereignis, Alternativhypothese nicht verwerfen, Nullhypothese verwerfen.

5.6.9 Vergleichstest fiir Mittelwerte 11

Wir betrachten den Fall, dass zwei unabhéngige Stichproben {z1,...,z,} fir X € N(ux,o%) und
{y1,. -, ym} fir Y € N(py,0%) mit allgemein n = nx # m = ny und ox = oy vorliegen. Gegeben
seien die Schitzungen T fiir ux und entsprechend 3, sx, zy. Getestet werden soll die Nullhypothese
Hy = (ux = py) gegen die Alternative Hy = (ux > py). Man sieht rasch, dass man wegen nx # ny
jetzt nicht mehr mit den Differenzen eine neue Variable konstruieren kann. Um trotzdem eine Testvariable
zu konstruieren, braucht es hier also etwas mehr Theorie. Des Rahmens wegen verzichten wir hier auf

eine weitere Herleitung und begniigen uns mit dem Resultat:

Formel: Die folgende Variable geniigt unter unseren Voraussetzungen einer ¢—
Verteilung mit nx + ny — 2 Freiheitsgraden:
nxny(nx—i-ny—Z) X-Y
Txy = . > >
nx +ny Vinx —1)S% + (ny —1)S%
Bsp.: a = 0.05
Lz |y [di=zi—yi|
15.46 | 14.37 +0.09
16.35 | 16.36 —0.01
14.11 | 14.03 +0.08
19.21 | 19.23 —0.02
17.89 | 17.82 +0.07
15.66 | 15.62 +0.04

[ 1548 | | |

Sei Ho= (ux = py), Hi= (ux > py)

~ Mit Mathematica:
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a = {15.46, 16.35, 14.11, 19.21, 17.89, 15.66, 15.48%};
b = {14.37, 16.36, 14.03, 19.23, 17.82, 15.62%};
Length[a]

7

Length[b]

6

LocationReport [a]

{Mean -> 16.3086, HarmonicMean -> 16.1616, Median -> 15.66}
LocationReport [b]

{Mean -> 16.2383, HarmonicMean -> 16.0372, Median -> 15.99}
DispersionReport [a]

{Variance -> 2.93031, StandardDeviation -> 1.71182, SampleRange -> 5.1,
MeanDeviation -> 1.29265, MedianDeviation -> 0.69,
QuartileDeviation -> 1.02}

DispersionReport [b]

{Variance -> 4.04326, StandardDeviation -> 2.01079, SampleRange -> 5.2,
MeanDeviation -> 1.565, MedianDeviation -> 1.725,
QuartileDeviation -> 1.725}

alpha = 0.05; n = Length[a] + Length[b] - 2;
flz_, m_] :=

Gamma[(m + 1)/2]/(Sqrt[m Pi] Gamma[m/2]) /(1 + z"2/m)"((m + 1)/2);
c=c/.

FindRoot [

1 - alpha == Evaluate[Integrate[f[u, n], {u, -Infinity, c}]], {c, 3}]
// Chop

1.79588

nX = Length[al; nY = Length[b];

mX = Mean /. LocationReport[a][[1]];

mY = Mean /. LocationReport[b][[1]];

sX = StandardDeviation /. DispersionReport[a][[2]];
sY = StandardDeviation /. DispersionReport[b][[2]];
{nX, nY, mX, mY, sX, sY}

{7, 6, 16.3086, 16.2383, 1.71182, 2.01079}

const = Sqrt[((nX - 1)sX"2 + (Y - 1)sY"2) (nX + nY)/(nX nY (nX + nY - 1))]
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0.987397

c * const
1.77325

¢ * (mX - mY)

0.12614

> Ple<Txy)=a T:TXy:\/anY(nX+nY_2)- X-Y
’ ny +ny Vnx —1)S% + (ny — 1) 5%

~ (¢ <Txy)a=0.05 < |a=0.05":

.. ((nx—1)5§<+(mf—1)512/)'(nx+m/)<(f_f). ((nx —1)S% + (ny —1) %) - (nx + ny)
nxny(nx+ny—2) nxny(nx—i-ny—Z)

~ 1.77325 < 0.12614

Die letzte Aussage trifft aber nicht zu, d.h. (¢ < Txy) ist hier nicht erfiillt. Die Alternativhypothese kann
man also nicht annehmen und die Nullhypothese daher nicht ablehnen.

5.7 Weitere Testverfahren

5.7.1 Eine Typeneinteilung von Tests

Grundsétzlich kann man sich beliebige Kriterien ausdenken, um Tests in Klassen einzuteilen. Fiir uns
leisten die folgenden zwei Typologien ihre Dienste:

1. Parametertests, z.B. verteilungsabhiingige Tests. Z.B. Hy = (ux = py) soll getestet werden.

2. Parameterfreie Tests, z.B. die Rangtests oder der Vorzeichentest.

1. Verteilungsabhingige Tests, z.B. Parametertests.

2. Verteilungsunabhingige Tests, z.B. Rangtests. Oder auch Verteilungs— oder Anpassungs-
tests, mit denen gepriift wird, ob eine vermutete Verteilung zu den empirischen Werten passt.

5.7.2 Parameterfreier Test: Der Vorzeichentest
Bsp.: Geg.:
Tégliche Umsatzmengen von zwei gleichen Arbeitsteams A und B mit identischen Auftrdgen wihrend

10 Tagen. Notiert ist nur die Differenz W4 — W in Verrechnugseinheiten. Man teste die Nullhypothese,
dass beide Teams gleich gut sind gegen die Alternative, dass man mit Team A einen systematisch héheren
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Umsatz erziehlt als mit B. Sei o = 0.05 (klein): Wenn die Realitét fiir H; eine Wahrscheinlichkeit P < «
ergibt, ist H1 bemerkenswert, unwahrscheinlich oder ,siginifikant.

Wy—-Wp ||09]21]1.1(00]|1.1|—-04|14)|06]05]0.1
stgnum + |1+ 1+ - |+ - + |+ + | +

Es gilt: Hy= (W4 =Wpg) wahr ~ P(sgn(Wa —Wpg) =" +") = P(sgn(Wp — Wa) =" 4")

Der Wert 0.0 kann gestrichen werden, da er die Entscheidung nicht &ndern kann. Somit haben wir 8 mal
747 unter 9 Werten.

Idee: Sei X = Anzahl ”+” unter den n Werten. Unter der Voraussetzung von Hy ist X binomialverteilt
mit p = 0.5 (P(sgn(Wa — Wp) =" 4+") = P(sgn(Wp — Wa) =" +")).

o P(X28)=1-P(X<T)=1- % P(X=k i()kw

=0

! 9 k 9—k 9 ! 9 9 9 9 9
=1-3 0.5%0.5 =1-0.57 > =1-0.57(2" - — ) =~ 0.0195313
=0 \k i=o \k 8 9
= P(X >8)~0.0195313 < a=0.05

E

Man hat es also hier mit einem seltenen Ereignis mit X = 8 zu tun, das eingetroffen ist, obwohl P(X >
8) ~ 0.0195313 < P(X > ¢) = o = 0.05 gilt. Aus denselben Uberlegungen wie vorher mussten wir daher
eine Alternativhypothese akzeptieren und die Nullhypothese daher verwerfen. Wire hingegen a = 0.01,
so konnte man die Alternativhypothese nicht akzeptieren und die Nullhypothese daher nicht verwerfen.

5.7.3 Chi—Quadrat—Anpassungstest

Problem: Es ist mittels eines Tests zu priifen, ob eine bestimmte Variable eine gegebene Verteilungs-
funktion F'(t) besitzt. Wir wollen das an einem Beispiel studieren:

Bsp.: Geg.:

1. Disjunkte Ereignisse Aq,..., A, als Resultate eines Zufallsexperiments.

AinAy={}, i#k U~ =Q
2. P(A;) = p; unbekannt ~ Hy = (P(A;)) =p;), i=1,...,n

3. Test von Hy: Nehme Stichprobe vom Umfang n, n; = |A;|

m m

4. Bilde: :Z(”p‘_”‘ :Z :Z 1__
=1

i= i=1

—

Es ldsst sich zeigen, dass 7 fiir grosse m annihernd x? verteilt ist mit m — 1 Freiheitsgraden, vgl.
z.B. Lit. Kreyszig, Bibl. A10 sowie Bibl. A7 (Cramer).

Entscheidungsfindung: Analoge Uberlegungen wie schon bei den obigen Beispielen fithren uns zum
Entscheid Hy abzulehnen, sobald der Wert von 7 grosser ist als ¢ = Xi,m—l (¢ = obere Grenze des
Integrals mit dem Wert «).

Bsp.: (vgl. Lit Kreyszig, Bibl. A10.)

Gregor Mendel, Kreuzungsversuche mit Erbsen. p; vermutet nach den ,,Mendelschen Gesetzen*
Vermutung: nag:np:nc:np=9:3:3:1~ Resultat:
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A B C D m =4
rund, gelb | rund, griin | kantig, gelb | kantig, griin || Total

n; 315 108 101 32 556
. T £ k3 T 1

bi 16 16 16 16

np; 312.75 104.25 104.25 34.75 556

Test der Vermutung mit . = 0.05: nag:np:nc:np=9:3:3:1

(312.75 — 315)2 N (104.25 — 108)? N (104.25 — 101)? N (34.75 — 32)?
312.75 104.25 104.25 34.75

~» Mit Mathematica:

(312.75 - 315)7°2/312.75 + (104.25 - 108)72/104.25 + (104.25 - 101)°2/
104.25 + (34.75 - 32)°2/34.75

0.470024

chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gamma[n/2]) x~((n - 2)/2)E~(-x/2);
alpha = 0.05; m = 4; {"c",
¢ = ¢ /. FindRoot[
1 - alpha == Evaluate[Integrate[chil[u, m - 1], {u, 0, c}]1], {c,
8}] // Chop}

{"c", 7.81471}

~» ~» Entscheid: 7 =0.470024 < co—0.5 = 7.81471 ~» H{ nicht abgelehnt! Problem: 7 ist fiir grosse m
anndhernd x? verteilt. Und bei uns war m =4 ...

Bemerkung: Ein Ereignis A; konnte es auch sein, dass X in ein gewisses In-
tervall [x;, x;41) fallt. Mit Intervallen ist auch die kontinuierliche
Situation vertreten. So ldsst sich z.B. testen, ob eine Funktion
normalverteilt ist.

5.7.4 Zum Fishertest

Auf Seite 115 haben wir gesehen:

Satz: Vor.: F—Verteilung

Beh.:
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my1 + mo P —
P(F < 2) M=) oo m2 / £ dt
r)= my= My mitm
(500 (my ¢ 4 mg) 5
(@) y T
X == myq m
(@) = By oz 2 Y mg+my-2)" "7 - 23>0

Nun gilt (Beweise vgl. Lit. Kreyszig, Bibl. A10):

Satz:

Satz:

Konsequenz:

Zufallgvariablen Vi, V5 € {Q} sowie V] € xfm, Vi e X,,Qm

Beh.:

V
V= 1/ besitzt eine F—Verteilung

Va/ma
<0 = F(x)=0, 0<z = F(z)=P(V <uz)=

mi +mg z S
B F(T) m% m% / t7 s 2 gt
POGIDCE) g mat ) =5

Zufallsvariablen

X1, Xy, Y1, .0, Yy, € {Q}) sowie X; € N(u1,0%), Y; € N(uz,03)
S?,S3 Schiitzer fiir 07,03 (Empirische Varianzen)

Beh.:
Slot . . . . L
V= 3 ] 5 besitzt eine F—Verteilung mit (n1 — 1, n9 — 1) Freiheitsgraden
2/03

2

S
Bei Hy = (0? = 03) wird V = ZL. Damit hat man ein Mittel um die Gleichheit der Varianzen zu testen!

Sz

5.7.5 Kontingenztafeln

Mit dem y?-Test kann man auch die statistische Unabhiingigkeit zweier Zufallsvariablen X und Y’
testen. Wir betrachten dazu ein Beispiel einer Kontingenztafel. Darin sind Kunden, die entweder das
Produkt A, B oder C kaufen, in Altersklassen eingeteilt. Aufgefiihrt sind die Hiufigkeiten (empirische

Werte):
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Nk Y=A Y=B Y =C ;.
X €[16,30) || n11 =132 | ni2 =778 | ny3 =592 || ny. = 1502
X e [30, 55) no1 = 55 Nog = 304 No3 — 248 no. = 607
X €[55,85) || m31 =25 | ng2 =111 | ng3 =155 || n3. =291
n.k n.g =212 | no=1193 | n.3 =995 n = 2400

n.k, ni. ~ Randhéufigkeiten
Problem: Sind X und Y statistisch unabhéingig?

Idee:

Die empirischen Werte n;x, n;.,n.r betrachten wir als Realisationen von zu erwartenden theoretischen
Besetzungszahlen n - p;i,n - p;.,n - p.i. Die gestellte Frage konnen wir nun in eine Nullhypothese fassen.
Statistische Unabhéngigkeit bedeutet, dass fiir die Wahrscheinlichkeiten gelten muss: p;x = p;. - p.k-

o Ho = (pik = pi- - pk)
—— ist ein Schitzwert fiir ptk, - ist ein Schitzwert fiir p;., Mk ist ein Schétzwert fiir p.,. Unabhéngigkeit
n n

n
miisste also bedeuten:

Nik n;. nN. i - N.k
~ Hy=pix =pi-pr)~ Hy=(—=—-—) =Ho = (ni = — )
n non n
Weiter kann man zeigen (vgl. Lit.):
Satz: Die folgende Testvariable ist approximativ X(Q, 1) s_l)fverteﬂt:
r s (nlsn E o ntk‘)
=2 > —wmr
i=1k=1 n

Mittels der Randhéufigkeiten berechnen wir nun die geschétzten erwarteten Besetzungszahlen:

ng. - N.k

Ho~n-pix = = Uik

Win Y=A|Y=B|Y=C
X € [16,30) || 132.677 | 746.619 | 622.704
X €[30,55) || 53.6183 | 301.73 | 251.652
X €[55,85) || 25.705 | 144.651 | 120.644

r (m n.g r S

I%@nT:}ji——ng%— }:z:‘k = T=t=...

=1 k=1 n i=1 k=1

N

Sei o =0.01

~» Mit Mathematica:

= {{212, 1193, 995}}; v2 = {{1502, 607, 291}};
matrV = {{132, 778, 592}, {55, 304, 248}, {25, 111, 155}};
matrU = Transpose[v2].v1/2400 //

N; matrV = {{132, 778, 592}, {55, 304, 248}, {25, 111, 155}};
t={1, 1, 1}.({1, 1, 1}.((matrU - matrV)~2/matrU)) // Evaluate

20.5737
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chilx_, n_] := 1/(2°(n/2) Gamma[n/2]) x~((n - 2)/2)E~(-x/2);

alpha = 0.01; r=3; s=3; m=(r - 1D(s - 1);

{"c¢", ¢ = c /. FindRoot[
1 - alpha == Evaluate[Integratelchil[u, m], {u, 0, c}1]1, {c, 8}] //
Chop}

{"c", 13.2766}

?
~» Entscheid: ¢ = 20.5737 < cq—0.1 = 13.2766
~+» Hy abgelehnt! Problem: T ist fiir grosse r, s annihernd x? verteilt. Und bei uns war r =s =4 ...



Kapitel 6

Fehlerrechnung, Regression,
Korrelation — Calcul de ’erreur,
régression, corrélation

Auszug aus: Wirz, Bibl. A15, Script & Math ¢ Ing, & Analysis ¢ Analyse ¢, kurz & biindig. Mit
Ergénzung

6.1 Fehlerrechnung (Abhingigkeit) — Calcul de Ierreur
(dépendance)

Unter dem Begriff ,,Fehlerrechnung® werden in der Literatur zwei verschiedene Problemtypen behan-
delt: Erstens das Problem der Verpflanzung von Messfehlern bei der Anwendung von Funktionen auf
fehlerbehaftete Messgrossen. Und zweitens das Problem der Fehler von statistischen Kenngrossen (z.B.
Mittelwert), welche meistens von einer grossen Datenmenge abhéngen. Hier wollen wir den ersten Fehler-
typ behandeln. Der zweite wird im getrennt herausgegebenen Anhang zu diesem Skript besprochen.

6.1.1 Das Problem der Verpflanzung — Le probleme de la dépendance

Situation: (a): y = f(x)
Gemessen wird z+ Az~ y+Ay=7

A1) A ¥} {ftx) Af(x)
Yo Y= Y=Yy
:n Y = fix,) v
1 _Ax WY, Y, 0
/ ///-f Y szsb_ X Y, /};IE:--___:(_ Ax | Ax | X
X, X%, X%, T\ XXX, Ax X X X

o2

yo = f(xo), y1 = f(@1), y2=f(x2), Ay =|y1 —wyo| =7, Ayo=|yo —wo| =7

Situation: (b):  y= f(T1,, 229+, Tng)

Gemessen werden die Werte z1,, %2, ..., %n, der Variablen xi,xs,...,2,. Bei kontinuierlichen Mess-
werten gibt es immer Ableseungenauigkeiten, die aber abschétzbar sind. Diese zugehorigen ,,Messfehler
betragen Azq,Azo,...,Ax,. Die ,exakten Werte“ zj, & = 1,...,n liegen daher in den Intervallen

173
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[k, — Az, Ty + Azg]. Zudem sei eine Funktion f(x1, 29, ..., z,) gegeben, mit deren Hilfe eine weitere
Grosse berechnet werden muss.

Problem: In welchem Intervall liegt der ,,wahre* Wert f(z7,x3,...,25)?

6.1.2 Verwendung des totalen Differentials — Appliquer la différentielle to-

tale
1 T1g
Sei I = ), @ = : , f(@) = f(zr,29,...,2,), Di > |Axg| (Dy ist eine bezifferbare
T Ty
Schranke. )

Aus der Theorie des totalen Differentials weiss man:

Af = f(@0 + AZ) = f(20) = Axy fr, (70) + ... + Azn [7, (£0) + O[2]
(O: Glieder hsherer Ordnung )

~ Af =~ Ary fy (T0) + ...+ Axy fr (20)
~ [AfI <Az [f7, (@0)| + - -+ [Azn| [ f7, (20)] < Du[f2, (Z0)] + -+ Dn |2, (20)] := A frmaa

Satz: Vor.:

Messsituation wie oben beschrieben |,
feDpW

Beh.:
|Af] < Dy |fil(x_6)| +...+ Dy |fiw(x_6)| = Afmaz

Konsequenz:
f(f*) = f(xfaxﬁa SRR .232) € [f(fO) - Af'maxa f(fO) - Af'max]

Definition: |Af| heisst absoluter Fehler ,

=S
f(Zo)

| heisst relativer Fehler .

1. Beispiel:  f(z,y) =24ty = Afmnee =Dy |1|+Dy|£1| =D, + D,
2. Beispiel:  f(z,y) =2y = Afna = Dz |yo| + Dy [w0l
T 1 T
3. Beispiel:  f(z,y) = — = Afma = Dy |—|+ Dy |_§|
Y Yo Yo
4. Beispiel:  f(z,y) =2Y = Afma = Dz %0 '$30_1| + Dy, |xg® In(zo)|

5. Beispiel:
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1
f(z)= x? —2r 44— sin(r) + In(r) = Afpnez = Da |2x0 — 2 — cos(xo) + _|
x

Bemerkung: Diese Beispiele zeigen, dass die oft gedusserte Meinung, es geniige
mit den extremen Werten zu rechnen, wohl dusserst falsch sein
muss.

6. Beispiel:

Messwerte:

a = 364.76 £ 0.05m
b= 402.35=% 0.05m

v = 68°14' £ 4

~ 2 1.1909 £ 0.002
c="7"

~ c=+/a%+b2—2ab cos(y) ~ 431.38
Oc Oc
= Acmax:Da'lal—i_Db'l%l—i_D’Y'l
2a—2b cos(y) 2b—2a cos(7)
2+/a% + b2 —2ab cos() 2+/a? + b2 —2ab cos()
~ 0.02498 4+ 0.03096 4 0.36762 ~ 0.424 = c £ AcCmas = 431.38 £0.424
—_——

e,
oy
2ab sin(y)

+0.05-
| | 2+/a? + b2 —2ab cos(v)

| +0.002- |

=0.05-|

6.2 Regression — Régression

6.2.1 Der Begriff — La notion
Geg.:

Stichprobe von Beobachtungen (z1,y1), (22,y2), -, (Tn, Yn)
z) z.B. Maschineneinstellung ,

yr = f(z) Messung .

Problem: Interpretation des Verhaltens der Messwerte (Gesetz)?

Z.B. Vermutung: Die Messwerte liegen auf ein-

er passenden Geraden oder sonstigen Kurve. o? P
Problem: P
Wie findet man die ,beste Gerade (resp. /./'/'// ?
Kurve)? /./-.'// i

. / :

~» Probleme:
1. Berechnung der Parameter der hypothetischen Kurve.

2. Beurteilung der Zuverléssigkeit der getroffenen Wahl.

Die so gefundene Kurve trigt den etwas unverstdndlichen Namen Regressionskurve.

Wieso dieser Name? Der Name stammt aus einer Beschreibung von Beobachtungen von F. Galton 2!
zum Grossenwachstum von Menschen. Galton hat festgestellt:

21Engl. Naturforscher , 1822 — 1911
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1 Grossere Viter haben grossere Sthne.
2 Jedoch beobachtet man die Tendenz, dass grosse Viter grosse Sohne haben, die aber im Mittel
kleiner sind als die genannten Véter selbst. Es ist also ein Riickschritt ~» Regress vorhanden.
Sei r = Grosse der Viter ,
y = Grosse der Sohne .
y(x) = ax + b Gerade
~ ,,Regressionsgerade*

Der Begriff Regressionsgerade ist also historisch verankert, hat aber inhaltlich nichts mit der Mathematik
zu tun.

6.2.2 Methode der kleinsten Quadrate — Méthode des carrés minimaux
Das Problem — Le probléme

Problem: Welche Kurve ist die ,beste“ Kurve? — Wie ist das Kriterium , beste“ definitorisch am
verniinftigsten zu fassen?

Da wir Menschen selbst entscheinden miissen, was unsere ,, Vernunft® sein soll, kénnen wir hier
,verniinftig® mit ,6konomisch® und daher mit ,,pragmatisch® und ,einfach® gleichsetzen. Wir wéhlen
daher hier ein pragmatisches Vorgehen. (In der Literatur ist eine etwas fundiertere Begriindung {iblich,
auf der Grundlage des ,,Maximum-likelihood—Prinzips.)

Wichtig: Dass die gesuchte Kurve eine Gerade oder sonst irgend eine Kurve ist, ldsst sich theo-
retisch nicht exakt entscheiden. Man kann nur zu Aussagen kommen wie ,,die eine Kurve ist wahrschein-
licher als die andere®. Denn dass die gefundenen Messwerte iiberhaupt auf einer stetigen Kurve liegen,
beruht auf einer Arbeitshypothese, die wir nach Descartes mit dem Argument der Erfahrung und der
Arbeitsokonomie begriinden.

Die Begriindung der Methode — La déduction de la méthode

Problem: Durch eine ,,Punktwolke“ von Messwerten soll eine , beste“ Gerade gelegt werden. Wie ist
vorzugehen?

Idee 1:
?
Versuche g so festzulegen, dass die Summe der y +\t+ + + -I-/?

Abstande zu g gleich 0 Wird
ﬁ I

Problem: Diese Methode funktioniert nicht, da offensichtlich (Skizze) mehrere passende ,beste®
Geraden moglich sind.

Idee 2:

Lege die Gerade so, dass die Summe der Be-

y
'
trage der Abstéinde minimal wird. .
d A7 -
// g

redel
T -

Problem: Diese Methode funktioniert praktisch schlecht, da beim Berechnen der Abstinde im R?
Wurzeln vorkommen, was die Rechnung sehr kompliziert.
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Idee 3:

Nimm statt der Summe der Betrdge der Ab- )
stéande die Summe der Quadrate der Abstéinde y(x)
zu g. Dadurch fallen bei der Rechnung die

Quadratwurzeln weg. |V||n 1

Problem: Praktisch ist zu einem gegebenen Wert x; der Messwert y; gegeben ~» P;. Die Gerade
soll so bestimmt werden, dass fiir die néchstgelegenen Punkte P € g die Summe der Distanzquadrate
|TPJ| minimal ist. Man hat das Problem der Minimalisierung unter der Bedingung, dass ;P L g gilt,
was die Rechnung wieder sehr kompliziert. Einfacher wird es, hier einen Fehler in Kauf zu nehmen und
T] = x; zu setzen.

Idee 4:

Nimm statt Summe der Quadrate der Ab-
stdnde zu g nur die Summe der Ay;.

Problem: Unter der Hypothese, dass die Kurve eine Gerade y = g(z) = a-x +b ist, gilt es nun, a und
b zu berechnen. Analog geht man bei andern Kurven vor, z.B. y = h(z) = a sin(bz + ¢).

Lésung:

(1) 32 (A0 = 3 (s — 9(@)* = X (0 — (az +B))? 1= f(a.b) — Min

(2) (A0 = 3 (s~ h(@)* = £ (0: (@ sin(ba + ))? 1= f(a.b) — Min
b LUy

n

of -
%:;2(%—@@—())-(—%):—2izzl(yi—axi—b)-xiz—2 Zyi-xi—ax%—b-xi

=-2>y-x,—a Zx%—b inzo
i=1

1=

8 n
a—‘;:i_zl2(y —ax; —b)- (1) =—2Zyz—axz—b—0
N n n n n n
= >y Z Z Z ad x;—nb=0
=1 =1 =1 =1 =1
1 & 1 &
Sei T = E; (Mitterwert der x; ), y= E;yz
n
= > szyz—aZx +bnzx
> /hy /hax—i—/hb:y()—afc-i-b:g
b =1y — aZx einsetzen: (= g=aZ+Db)

n
24+ (G—ar)nzi=a(d 22 —nz?) +nzy
1 i=1

'MB

é _

7
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Hinweis:
1 T Y1
o 1 - T3 . Y2
Sei d. := =1, 7:= D, ye=
1 Tn Yn
— n —
= Y wiy = (Z,9), sz—( i), 2yi=(di) o~
=1 =1
Formel: Vor.:
Sei
y = a - x + b Regressionsgerade g
Beh
)
T;Yi —nITyY
1=1 s (x,gj’)—nxy
a=— = - 5
S a2 —na? (Z, %) —nZT
i=1
n
T;Y; —nNTY
T G -nag
b=y—= - =y—=x — 5
S a2 —na? (Z,Z) —nZT
i=1
y@)=az+b=y = (z,y) €y
Schreibweise mit Varianz und Kovarianz — Facon d’écrire a ’aide de la variance et de la
covariance
Betrachtung

So. ¢t

Z 502 Z#)
_ ! (Zx%—23’cnﬁ+n3’c2): ! ((Zx%)—nw

810
Il
M:
|
3
(V)
3
||~
—
—
I
&
|
o
8
Kl
+
&

In der mathematischen Statistik ist es iiblich, die Varianzen s2,

zu definieren:

2 . . .
s, und die Kovarianz s,, wie folgt

Definition:
1 < 1 - 1 — 1
2 . __ 2 2 - N2) 2o\ —2
2= Y w2 = g et - s (Y@ = (@) —na?)
=1 =1 =1
2. 1 En( )? = ! (En : 1(§n )?) = ! (7, 9)
Sy T a1 Yi —Y T a1 Yi n Yi T h—1 Yy ny
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:nil(z-fzyz__(zxi)(lz:gz)) —1(<xflj>—N$y)
Es gilt: f:%(f, f>, 7J= % (7, f)

Mit Hilfe der Varianz und der Kovarianz ldsst sich die Regressionsgerade einfacher schreiben. Dabei
benutzen wir:

Lemma: az%;y,b:b:g—* Szy
(Durch ausmultiplizieren verifiziert man leicht: Spy = S2-a )
Korollar: Vor.:

Sei

y = a-x + b Regressionsgerade

Beh.: y="2 oty-z- 2

52 52
Bemerkung: Fiir die Summe der quadratischen Abstédnde gilt:
n n n
S (Ayi)? =3 (yi—azi—b)* =3 (yi —§—a(z; -
i=1 i=1 i=1
n 7 n 9 n
=Zl(yi—y)2—2a 2 (@i =2) (i —p) +a Zl(xz—x
1= 1= 7
=(n—1)-(s) —2as, +a’z2) = (n— 1)-(s; —2aasi +a*x})=(n—1) (s; —a*x2)
. Szy\2 2 32Ly 2
~ Z(Ayi)Q_O @52—@253—(—2) r — 92 <:>(51 Sy) _Smy
i=1 S% S
n
Satz Z:I(Ayi)Q =0 & (s2-8y)° =53,
i=

6.2.3 Korrelation — Corrélation

Vorhin haben wir die Gerade g, : y(z) = a - 4+ b untersucht.
Da y die abhéngige und x die unabhéngige Variable war, schreiben wir préziser:

y(x) = ay - + by,

TiY —nTY

=
3

| —
L
[+
—
g

|
G
-
<

|
<
=
—
8

|
G
—
<

|
<

~.

o = -
z? —nz? z
1 n—1

7
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Wir vertauschen nun alle Wertepaare (z;, y;).

D.h. wir betrachten y als die abhéingige und ‘y +/ y
. . . , x(y)<ayy + by .

z als die unabhingige Variable. Dann lésst V. P

sich mit der Methode der kleinsten Quadrate LN — ——+—i

wieder die , beste* Gerade g, : x(y) = ay-y+ TR =+ -+ |

b, durch die Messpunkte finden.

é / 'H_

- | YRZage by
+/ + |

(X

ay und b, erhdlt man aus a, und b, durch Rollenvertauschung der x;,  und y;, ¥y

n n
Zyzxz—nyx Z(yz_g)'(x - )
a, = i=1 Syz _ i=1
n . 52 n ?
>y —ny? v > (yi — )2
=1 =1
n
Y yizi—nyzx
_ _ =1
by:x_y : n
>y —ni?
=1

Wenn man g, und g, in dasselbe Koordinatensystem einzeichnet, ist zu erwarten, dass zwei verschiedene
Geraden entstehen.

Ideal wire allerdings, wenn g, und g, zusammenfallen wiirden. Dann hétte man:

a; = tan(ay),

1 /
a, = tan(By) = tan(§ —a,) = el y By ay/
éax.ay:tan(ax).t;zl |§é47

an(Ou) d//\é (}’y +ﬁy = %
y

1 -
Andernfalls ist:
ag - ay = tan(ay) - tan(Gy) y ) ¢
_ tan(ay)  tan(ay) ﬁy Ty

tan(Z — 3,)  tan(oy) .
_ tan(oy) 21 / \\
~ tan(a, +0) A \ -
tan(ag) . . . . .
ay - ay = —————— ist umso verschiedener von 1, je verschiedener § von 0 ist . ~
tan(ay + 9)

az - ay ist ein Mass fiir den Zusammenhang der beiden Geraden, d.h. fiir die Korrelation.

Es gilt: (Sz, 8y > 0)

Qg - Gy =
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n
| > yizi —nyzl
i=1 |5¢y|

\/ai ay - sgn(ag CLJ)—\/ - = \/ = |Tayl

2.2
(3 2?2 —ni?) <2yt—ny % " 5

Y
i=1

Definition: Toy = ———— heisst Korrelationskoeffizient

/62 . g2

6.2.4 Korrelationskoeff.: Bedeutung — Coeff. de corrélation: Signification

Untersuchung;:

Ayt =

= =1

n

_ 1 = . .
((thyt) o nxy) it ﬁ ' iny’i = <$,g> =Ty T = (xla---ax‘rb)Ta Yy = (yla---ayn)T
i=

i=1

Konsequenz:
Az Ay Az Ay

Ty =0 (| * |, ¢ [)=0<« : 1 : S EFH==27
Az, Ayn Az, Ayn

Diese Situation tritt auf, wenn die Punkte
,wolkenartig“ verteilt sind, wie man schon mit y N e

vier Punkten sieht, die die Ecken eines achsen- \’% /I/

parallelen Rechtecks bilden.

Detailliertere Untersuchung:

1 1 T T Axl
Seien AX = —z-|: = -1 : ] = ,
Hier ist: Tn 1 Tn z Az,
© = J(AZ, AY). Y1 1 Y1 y Ay

Aj=1| | -4 =] = .

Yn 1 Yn Y Ayn

Es gilt:
Sy =1 - (A, A:t]} a1 [A7] - |Ag] - cos(p)
Toy = = 1 = = COS(()D)
\/sg 52 \/ (Ax Ax) (Ay,Agj} o7 1A - [Ag)

Tey =0 S (AZ, A =0 & AZ L Af & cos(p) =0 @(ng—i—n-ﬂ, neZ
rey =1 & (AT, AY) = |AZ]- |AY] & AZ|AY < |cos(p)|=1 @ p=n-1, neZ

Korollar:
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Vor.:
T 1 Y1 1
Ty 1 Yn 1
Beh.:
m
7),'1?3/:0 <:>99:§+77/'7T., 77/61
|reyl =1 ©p=n-71, neZ
A Ado o a
AX, — b
) T c
fﬂ\'-""k 1 DC_? |0
v ¥l | =
v y Ax,| |ay
o
a o oa
= - - -
p=n-m, neZ gozg-i-n-ﬂ, nezZ
Bsp.:

1. 2=1{2,3,4,6,8,12}, y=1{4,6,8,12, 16,24} (y=22) = r=1
2. x= {_215 _215 0) 0) 2) 21}) Yy = {4; _4; 3; _3, 4, _4} = r = -0.0106422
3. x={-21,-2,2,21}, y={4, —4,4, -4} = r=-0.024383

6.2.5 Rechnen mit Punktschitzern: Probleme — Calculer avec des estima-
teurs: Probléemes

Sei px = Erwartungswert einer Messgrosse X, Y := f(X).

Sei ux geschétzt durch eine erwartungstreue Punkt—Schéitung fix. .

= Y =py + AY & f(ux) + f'(ux) (X — px) (Taylor).

~ gy = py & f(px)+ ' (ux) (X —px) = flpx)+f (px) (X —ix) = f(px)+f'(px) (X = px)
=0

= g~py = f(pux)

Satz: Y =fX) = y~puy~ f(ux)

Verbesserung der Approximation:
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Y =py +AY = f(ux) + f'(ux) (X — px) + %f”(/ﬁx) (X — px)?

iy Fi) i) 0+ 5 1 ax) 0% = Flax) + 5 £ (nx) ok

1
Satz: Tpx, yRpy, Y= f(X) = g flux)+ 5 (ex)o

Anwendung fiir Vertrauensintervalle:
Sel pux €T — Az, T+ Az, Az =ox (kurz pux ==+ Ax).
~> Problem: oy =7

Y =f(X), Y= f(ux)+ f'(px) (X —px) = Y — f(/zX ~ f

"(ux) (X — px)
= (Y = f(ux))?* = (f'(ux))? 2

(X 1x))? = oy = (f'(px))* 0%

Satz: oy = (f'(nx))* 0%

Die hier angefangenen Ausfithrungen sollen in den Ubungen weiter verfolgt werden. .. Weitere
Ausfiihrungen finden sich unter dem nachstehend angegebenen Link:

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf

6.3 Zum Schluss

Damit sind die ersten Grundlagen der Statistik besprochen. In der Praxis kann man damit allerdings
noch nicht viel anfangen. Von Varianzanalyse, Zeitreihenanalyse und dergleichen haben wir noch nicht
gesprochen. Viele Tests sind nicht erwéhnt. . .

Problem:

Die Normalverteilung existiert in der Realitéit praktisch nie, da reale Intervalle praktisch nie unendlich
gross und oft auch nur positiv sind. Viele Testvariablen sind nur Approximationen. Seriése Arbeit benotigt
ein grosses Datenmaterial. .. Da hilft die Fachliteratur weiter.
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188 ANHANG A. AUS DEM DIYMU: LINK

Ubungen

http://rowicus.ch/Wir//TheProblems/Problems.html



Anhang B

Fehler von statistischen Kenngroéssen
und Standardfehler

Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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190ANHANG B. FEHLER VON STATISTISCHEN KENNGROSSEN UND STANDARDFEHLER: LINK



Anhang C

Monte-Carlo, Resampling und
anderes

Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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192 ANHANG C. MONTE-CARLO, RESAMPLING UND ANDERES: LINK



Anhang D

Eine Bootstrap—Anwendung Schritt
fiir Schritt (mit Mathematica)

Siehe auf
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
(Siehe auch http://rowicus.ch/Wir/MathematicaPackages/Bootstrap.pdf)

(Print: http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistdf_Print.pdf)
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194 ANHANG D. EINE BOOTSTRAP-ANWENDUNG SCHRITT FUR SCHRITT: LINK



Anhang E

Datensatzinderung

Siehe auf
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/Zusatz/AnhangStatistDatenkorrektur.pdf
oder

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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196 ANHANG E. DATENSATZANDERUNG: LINK



Anhang F

Spezielle
Wahrscheinlichkeitssituationen

Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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198 ANHANG F. SPEZIELLE WAHRSCHEINLICHKEITSSITUATIONEN: LINK



Anhang G

Hinweise zur Datenanalyse

Siehe auf

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/KursWahrschStatistAnhangd.pdf
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200 ANHANG G. HINWEISE ZUR DATENANALYSE: LINK



Anhang H

Crashkurs Kombinatorik,
Wahrscheinlichkeit: Link

Neuere Darstellung siehe:
http://rowicus.ch/Wir/Scripts/TEIL6dCrashKursWahrschKomb.pdf
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202 ANHANG H. CRASHKURS KOMBINATORIK, WAHRSCHEINLICHKEIT: LINK

Ende Fin
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